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Vorwort

In der Differentialgeometrie werden Fundamentalform, kovariante Ablei-
tung, Kriimmungstensor und Geoditen behandelt.

Die Funktionalanalysis wird bis zu kompakten Operatoren, C*-Algebren
und stetigem Funktionalkalkiil dargestellt. Die erforderlichen Vektorrdume
und Mengentheoretische Topologie sind vollstandig bewiesen.

Alle Beweise sind detailliert ausgefiihrt.

Anregende Diskussionen mit den Mathematik-HochschullehrerInnen der Uni-
versitdt Miinster haben dieses Buch ermoglicht.
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Teil 1.
Differentialgeometrie

1. Drehungen, Spiegelungen und senkrechte
Matrizen

Als Lange werde immer die 2-Lénge verwendet:

Definition 1.1 Sei
M(m x n) = {m x n — Matrizen A mit a;; € R}

Satz 1.2 Sei A€ M(2 x 2,R) mit ATA= AAT = 1. Dann gilt entweder
a) A ist eine Drehung, d.h.

Tue02m): A = (cosu —Slnu>

sinu cosu

detA = 1

und A ist nur fir u € {0,7} diagonalisierbar und hat dann den FEigenwert
1 oder —1.
oder b) A ist eine Spiegelung, d.h.

Juel0,2m): A = (
detA = -1

cosu sinu
sinu —cosu

und A ist diagonalisierbar mit den Figenwerten 1, —1,

Bewels. Sei

Aus AT A = 1, folgt

= (200

_ a®>+b* ac+bd\ (1 0
o ac+bd A+d* | 1



Wegen

a = cosu
2 2 :
a*+bc=1 , ) b = sinu
A+d>=1 }:>E|u € [0,2m) ¢ = sinv
d = cosu
gilt
0 = ac+bd
= cosusinu’ + sinucosu’
= sin(u+u')
= u+u' €Zr
1. Fall: Fiir u + v’ = 27 gilt
¢ = sinu =sin(2r —u) = —sinu
d = cosu =cos(2m —u) = cosu
det A = ad—bc=cosucosu —sinu(—sinu) =1

2. Fall: Fiir v + v’

c
d
det A

Mit

det(A—tE) =

gilt

det(A—tE)=0

det(A—tE) =

=7 gilt
= sinu’ =sin(r —u) =sinu
= cosu = cos(m —u) = —cosu

= ad—bc=cosu(—cosu) —sinusinu = —1

cosu—t —sinu
sinu cosu —t
= (cosu—t)* +sin’u
= t?—2tcosu+1

dcos’u—4>0
cosu=1
u e {0,7}

+1 ist Figenwert

101

cosu—1t sinu
sinu —cosu —t

= —cos?u—tcosu+tcosu+t> —sin’u

= 2-1=0t-1(t+1)



und 1, -1 sind Eigenwerte. m

Satz 1.3 Sei F': R™ — R linear. F heift senkrecht <—-
Yo,w eV : (F(v), F(w)) = {(v,w)

a) Vo e V|| Fv)[|= v

b) (v,wy=0= (F(v), F(w)) =0

c) F ist umkehrbar und F~! ist senkrecht.
d) Ist ¢ Eigenwert von F, so gilt |c| =1

Beweis. a)

| F(v) |[°= (F(v), F(v)) = (v, 0) = v ||

b)
<F(v),F(w)> = <va> =0

¢) F ist eins zu eins:

[F@) =0 = [ovl=[F()[=0
= v=0

Somit ist F': V — V umkehrbar und fiir alle v,w € V gilt
(F7H(v), P~ (w)) = (F(F~(v)), F(F~! (w))) = (v, w)
d) Fiir einen Eigenvektor v gilt
o I=Il F(v) =] v ll= el [ vl
und somit || =1. m

Satz 1.4 Sei p(z) = ax® + bax? + cx +d = 0 mit a # 0. Dann hat p eine
Nullstelle in R.

Beweis. Sei p(z) = az® + bz? + cx + d = 0 mit a # 0.
Sei a > 0. Dann gilt

d
limif) = lim <ax—|—b+c—|—2)
Tr—o0o I T—00 X X

= alimz+b=c

d
lim }LZ) = lim <a;c+b+c+2)
r——00 I T—00 T T

= a lim z4+b=—-—



Somit gibt es x,y mit
p(x) > 2°>0
ply) < —y*<0
Da p stetig ist, gibt es ein u mit p(u) = 0. Genauso fiir a < 0. =

Satz 1.5 Sei A€ M(3 x 3,R) mit ATA=AAT = 1.
a) Fir det A =1 besteht A aus zwei Spiegelungen oder einer Drehung

-1 0 0 1 0 0
A= 0 1 0 oder A = 0 cosu —sinu
0O 0 -1 0 sinu cosu

b) Fiir det A = —1 besteht A aus einer Spiegelung oder einer Spiegelung und
einer Drehung

1 0 0 -1 0 0
A= 0 1 0 oder A = 0 cosu —sinu
0 0 -1 0 sinu cosu

Beweis. a) Wegen
det(A—tE) =23 + ...
hat das charakteristische Polynom eine Nullstelle in R. Da A senkrecht ist,
gilt
3 Eigenwert ¢; = £1 zu Eigenvektor w;

Erginze w; zu einer senkrechten Basis wi, w2, ws mit Linge 1 und setze
W = Lin(wa, w3)

Wegen

(F(w2),w1) = — (F(wz), F(w))

(F(w3),w1) = — (F(w3)»F(w1)>

gilt fiir W = Lin(wa, w3)



ist eins zu eins und somit umkehrbar. Wegen

Yo, w e R3: (F(v), F(w))
= Yo,weW: (F(v),F(w))

|
—~
<

g
=

|
—~
=

g
<

ist Flw : W — W senkrecht. Wegen

Mp(F) = ( 81 ?4, ) — A

gilt
det A = ¢; det A’
und es ergeben sich die folgende Félle
1. Fall: det A=1,¢; = -1
Dann gilt det A’ = —1. Wahlt man w;, ws als Eigenvektoren zu den Eigen-
werten co = 1,c3 = —1 so gilt

-1 0 0
A= 0 1 0
0 0 -1
2. Fall: det A=1,¢1 =1
Dann gilt det A’ = 1 und
1 0 0
Jue (0,2r): A=| 0 cosu —sinu

0 sinu cosu

3. Fall: det A=—-1,¢; =1
Dann gilt det A’ = —1. Wihlt man w;,wy als Eigenvektoren zu den Eigen-
werten co = 1,c3 = —1 gilt

1 0 0
A=10 1 0
0 0 -1
4. Fall: det A= —1,¢; = -1
Dann gilt det A’ = 1 und
-1 0 0
Jue(0,2r): A= 0 cosu —sinu
0 sinu cosu



2. Kurven im R"

Definition 2.1 a) f € C*® <= fist unendlich oft differenzierbar.
b) Sei I C R ein Intervall. ¢ : I — R™ heifst Kurve <= c € C™ und

Viel: ¢(t)#0
Die Kurve hdlt nie an, ithre Geschwindigkeit ist immer grofler Null.

Damit kénnen wir die Kurve spéter mit konstanter Geschwindigkeit 1 durch-
laufen.

Beispiel 2.2 Kurven sind:
a) Die Gerade
c:R—=R" t—cy+t-v

mit v,co € R™ und v # 0.
b) Die Kreislinie
e R R4 rCcost
' ’ rsint

mit v > 0.
¢) Die Schraubenlinie

rsint
C:R—>R3,t|—> rcost
ht
mitr >0 und h > 0.
Beweis. a)
c(t) = v
. v#0
e > = fvl*>0
b)
—rsint
(h) —
e ( T Ccost >
| é@) I = (—rsint)® + (rcost)?

2 >0



rcost

ot) = —rsint
h
|l ¢l? = r?cos®t+r?sin®t+ h?
= P +h*>0

]
Man mochte die Kurve nun schneller oder langsamer oder in anderer Rich-
tung durchlaufen, aber weiterhin niemals anhalten.

Definition 2.3 Sei ¢ : I — R" eine Kurve und J C R ein Intervall und
g : J — I umkehrbar mit g, g~ sind unendlich oft differenzierbar, d.h.

J = Re
g\ /e

Dann st
é=cog:J—-R"

eine Kurve und es gilt einer der beiden Falle:
g heiffit orientierungserhaltend <—

vte J:g(t) >0

d —1
Vtel.dt(g )(t) >0

g heiffit orientierungsumkehrend <—
vte J:g(t) <0
d
vtel:—(ghH(t) <0
el: Sl <

d.h. die Ableitung dndert nicht ihr Vorzeichen.

Die Kurve c o g bleibt weiterhin nicht stehen.
Beweis. Sei
id:R—->R,t—t



Dann gilt

d' _
£zd = 1
L= (B
= L eg))

(%) o0 a0

ViedJ: g(t) #0

sonst stiinde in der Gleichung links keine 1.
Da g glatt ist, ist ¢ stetig. Annahme:

Somit gilt

Js,t: g(s) >0und g(t) <0
Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt
JueJ: glu)=0
im Widerspruch zur Voraussetzung

Ve J:gt)#0

(o) ) =

sind die Vorzeichen gleich und es gilt

d d
—~ — —(r t
Selt) = Lleog)®)
= g() g(t)
—— ~—~
#0, nach Vor #0, da umkehrbar
£ 0

Beispiel 2.4 a) Die Kurve wird doppelt so schnell durchlaufen:
g:R—-Rt+— 2t

b) Die Kurve wird umgekehrt durchlaufen:
g:R—=Rt+— —t



Beweis. a)

und g sind C*°.

Definition 2.5 FEine Kurve ¢: I — R™ hat Geschwindigkeit 1 <—
veel:| ek |=1
Eine Kurve hat Geschwindigkeit K <—
AK eRVtel: | élt)||=K
Jetzt wollen wir die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen.

Satz 2.6 Ivir jede Kurve c: I — R™ gibt es ein orientierungserhaltendes g
sodafl die Kurve
cog:J—R"

Geschwindigkeit 1 hat.
Beweis. Sei tg € I. Setze
h:[HRn,S}—)/ I ¢(t) || dt
tg S=——~—
>0

Wegen
h'(s) =|l é(s) >0

gilt h € C*° und streng monoton wachsend. Damit, ist
h:I— h(I)
umkehrbar und h~! ist glatt und orientierungserhaltend. Sei

gi=h7':h(I)—1



Da g, h € C* gilt

Damit folgt

Q
—~~
<
—~

~~
~—
~~—
Q.
—~

~
~

Jateoo)

|| c(g(t) || H

]
Bis auf eine Konstante und das Vorzeichen ist die Kurve mit Geschwindig-
keit 1 eindeutig.

Satz 2.7 Seien ¢ : 1 - R" und co : In — R™ und g : I; — I, mit
Cl1 =C20(.
a) Sind c1 und co gleich orientiert, so gilt
JtoeR: g(t) =t+to
b) Sind c1 und co entgegengesetzt orientiert, so gilt
E'to eR: g(t) = *t+t0
Beweis. Fiir alle t gilt:

L= [[a@) |

a) Da ¢; und co gleich orientiert sind, gilt g(¢) > 0, d.h.
Vel :g(t) =1

Integration ergibt
g(t) =t +to

10



b) Da ¢; und ¢z umgekehrt orientiert sind, gilt ¢(¢) < 0, d.h.
Vel g(t) = —1

Integration ergibt
g(t) = —t+to

]

Definition 2.8 Fiir A- AT = AT . A =1 und b € R" heifit
F:R*"-R"v— Av+b

eine winkelerhaltende Bewegung.

Das Skalarprodukt im R™ und senkrechte Matrizen sind so gemacht, dass
es die Geometrie erhélt.

Satz 2.9 Sei A eine senkrechte n X n-Matriz und b € R™ und
F(z)=Ax+b

und ¢ : I — R™ mit Geschwindigkeit 1. Dann hat F oc auch Geschwindigkeit
1.

Beweis.
d d -
E(F oc)(t) = E(Ac(t) +b) = Ac(t)
Somit
Hd(F oe)(t) . (Aé(t), Ac(t))
dt ’
= (ATAét),et))
= (¢t),¢e(t)y =1
|

Wie schnell man die Kurve durchliuft, muss fiir die Geometrie egal sein.
Deshalb definiert man diese Kurven als gleichwertig:

Definition 2.10 a) Zwei Kurven ci,co : I — R" seien gleichwertig <
es gibt ein orientierungserhaltendes g: J — I mitcy =c30g

b) Zwei Kurven c1,co seien gleichwertiy <~

es gibt eing:J — 1 mitcg =cy0g

¢) Jede Kurve hat zwei Orientierungen.

d) c(1) heifit das Bild der Kurve.

11



Beweis. a) ¢ ~ ¢1: Mit J = [ sind
id,id YT — I, t—t

glatt und orientierungserhaltend und es gilt ¢; = ¢g 0 id
c1~cy=cy~cy: Geltecp =cp0g.
g~ ! ist glatt und orientierungserhaltend und es gilt

1 1

Cg=C20g0g ~=c109g

€1~ Cg, 0o~ C3 = C1 ~C3:5€l ¢ =coogund cg =c30h.
gohund (goh)™t =h~!og~! sind glatt und orientierungserhaltend, da

L (g0 h) = ghi) hir) > 0
——
>0 >0

und es gilt
c1=cgog=cgohog

b) wie der Beweis fiir in a), nur orientierungserhaltend muss nicht gepriift
werden. Fiir jede Kurve gilt entweder

VieJ: g(t) >0

oder
Vie J: g(t) <0

12



3. Die Lange einer Kurve

Definition 3.1 a) Ein Vieleck in R™ ist ein P = (aq, . .., a) von Vektoren
a; € R™ mit a;41 # a; fir allei=0,...,k—1
b) Die Linge eines Vielecks P = (ay,...,a) ist

k—1

L(P) =) Il am —ai |

i=0
also die Summe der Lingen seiner Abschnitte (a;,a;11), da
L(ai, aiv1) = ait1 — a; |

¢) Die Linge einer Kurve c: [a,b] — R"™ ist definiert als

b
Le) = [ lléte) |1 de

Das macht Sinn, weil sich die Lénge einer Kurve beliebig genau durch Viel-

ecke nahern laft.

Definition 3.2 Seia =1ty < ... <ty = b eine Unterteilung des Intervalles
[a,b]. Die Feinheit s der Unterteilung ist definiert durch

s o, e

Satz 3.3 Seic: [a,b] — R" eine Kurve. Dann gilt
Ve >0 3§ > 0V Unterteilungen a =tg < ... < t, = b mit Feinheit < gilt

|L(c) = L(P)| < ¢

mit dem eingeschriebenen Vieleck P = (c(to),...,c(tr)).

Gilt c(tir1) = c(t;), so soll c(tiv1) entfallen, damit die Definition fir Viel-
ecke weiterhin erfillt ist. Das andert nichts an der Linge des Vielecks, da
der Term

| e(tiyr) —c(ti) [[=]0]|=0

in der Summe ohnehin wegfdllt.

Beweis. Fiir das Integral

b
L(e) = / | é(e) || dt

gilt: Ve’ > 0 30p > 0 V Unterteilung der Feinheit < § :

<¢

b k—1
/ 1 é(t) | dt— S| éftin) || (ticr — 1)
a i=0

13



Da
Vi<j<n: ¢:[a,b] =R

stetig sind, sind sie gleichmifig stetig auf dem kompakten [a, b]. Somit
36; > 0Vt,s € a,b]: ([t —s| <d; =|¢;(t) —¢i(s)] <€)
Sei die Unterteilung a =ty < ... < tp = b der Feinheit kleiner
0 :=min{dy,...,d}

gegeben.
Da c; differenzierbar ist, gilt

VI<j <n3Juy € (ti,tiv1): cj(tivr) —cj(ti) = &(wig)(tipr — ti)

Wegen
[tit1 — wij| < |tig1 —ti| <9

ergibt sich mit Ui = (uil, . 7uik)

|l e(tive) —c(ta) || = || é(tizr) || (tigr — i) |
= | e(ui) | (Fivr —ta)= [l €ita) || (Figr — ) |
= |l élw) | = I é(tiza) Il (tiva —ta)
<l e(ui) = é(tiva) | (Figr —t3)
n—1
= (tir—ti) | D165 (uig) — é5(tisn)
=0

<e’?,da |tir1—ti|<8
S \/EEI(tH_l — tz)

Summieren iiber i liefert

lec (tiv1) —c(t H—ZHC i+1) || (b1 = t2)

< \/ﬁs (b—a)
Somit gilt
|L(P) — L(c)|
k—1
< JLP) = ) N éltiva) [ (Fin — )
=0
k—
Z (tiva) | (bigr —t:) — L(c)
=0
< Vne'(b—a)+e

14



Fir0O<e < folgt

&
14+ vn(b—a)
|L(P)— L(c)| < e

Die Lénge einer Kurve ist die kleinste obere Schranke der eingeschriebenen
Vielecke.

Satz 3.4 Sei c : [a,b] — R™ eine Kurve und P ein in c eingeschriebenes
Vieleck. Dann gilt

a) Geht P’ aus P durch Verfeinerung hervor, so gilt L[P] < L[P'].

b) LIP] < L(c)

¢) supp LIP] = L[

Beweis. a) 1. Fall: Sei P = (to,...,t) und P/ = PUs; mit s; € (¢t;,t41),
dh. P' = (to,...,t;,8;,tj41,...,tx). Dann gilt

j—1 k—1
LP) = > ltin—till + It —t5 I+ D N tira —ta|
i=0 =511
j—1
< Z [ i =t | + [t —s5 |+ 1155 — 25 |
1=0
k—1
+ > Nt —t
i=j+1
— L(P)

2. Fall: Ist P = PU {s1,...,8n}, so folgt in n Schritten
L(P) < L(P')
b) Annahme: Es gibt ein P mit L(P) > L(c), d.h. es gibt ein € > 0 mit
L(P)=L(c)+e

Sei P’ eine feinere Unterteilung von P mit Feinheit < 6.
Dann gilt mit a)
L(P")> L(P) > L(c) +¢

im Widerspruch zu
|L(P") — L(c)| < e

15



fiir jede Unterteilung der Feinheit < 4.

c) Es gilt
1
Vn € N 3 Vieleck P, : |L(P,) — L(¢)| < -~
Somit
L(c) — lim L(P,) = lim |L(P,)— L(c)| =0
[

Satz 3.5 Es gilt
L(c) = L(cog)

Beweis. Sei g : [/, V'] — [a, b].
1. Fall: V¢ : g(¢) > 0, d.h. g ist monoton wachsend und es gilt g(a’) = a und

g(v') = b.
.
L(cog) = /
gy
_ / g0 11100t
b=g(b")
_ / | é(s) || ds

=g(a’)
= L(o)
2. Fall: V¢ : g(t) < 0, d.h. g ist monoton fallend und es gilt g(a’) = b und
g(t') = a.
T
L(cog) = /al dt(cog)(t)H dt
b/
= [ léta®)1 Jato) de
=—4(t)
a=g(®)
= [ s las
b=g(a’)
= L(c)
[

Satz 3.6 Seic:[a,b] = R™ mit || ¢ ||= 1. Dann gilt
Llclfa,s)] = Ll(a, s)]

Beweis.

Lic|(q,5)] = / || ¢(t) || dt = / ldt=s5—a=

16



4. Kurven im R2

Definition 4.1 a) S = {v e R?:|| v ||= 1}
b)

10

definiert zu jedem Vektor der Liange 1 einen eindeutigen senkrechten Vektor
der Linge 1: Den Vektor der um 9(P im Uhrzeigersinn gedreht ist.
Dieser heiffit Senkrechtenvektor.

n:51CR2—>51CR2,v|—>(0 ~1 >v

Beweis.
o = (70" ) (10 )r)
= (% (0 )
~
wnen = ()00t ) ()
- ((n)-()
=~y + V102 =0
.

Satz 4.2 Firv,w € R? gilt

’ st (s () 1))

b)

Beweis. a)

det(v,w) = v1ws — vow:
(o))
B <v( (11 (1) >w>

17



b) Mit a) folgt

det(w,v) = wivs — wavy
() Cor))
G5t )w)

Definition 4.3 FEine senkrechte Basis v, w mit Linge 1 im R? heifit positiv
orientiert <—

det(v,w) =1

Satz 4.4 Sei || ¢||=1 und

n(t) = ( vt >c’(t)

Dann ist (¢(t),n(t)) eine positiv orientierte senkrechte Basis mit Linge 1.

Beweis.
[e@) | = 1
[n(c@) | = 1
n(t) L ¢(t)

¢,n ist positiv orientiert, da

det(¢,n) =

I
7 N
|
—
SO~ O

]

Die Kriimmung k einer Kurve soll beschreiben, wie stark sich die momentane
Bewegungsrichtung ¢(t) dndert. Man betrachtet also den Anteil von &(t)
in Richtung n. Die Bewegungsrichtung &ndert sich stirker, wenn man die
Kurve schneller durchlduft. Deshalb muss ¢ Geschwindigkeit 1 haben.
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Satz 4.5 Sei ¢ mit Geschwindigkeit 1.
a) Es gilt
(e(t),é(t)) =0
b) Da ¢é,n eine senkrechte Basis mit Linge 1 ist und &é(t)Lé(t), definiert
man die Krimmung k : I — R durch
é(t) = k(t) - n(t)

Es gilt

k@) = (ét),n(t))

= det(e(t), é(t))

Beweis. a) Da (¢,¢) = 1 liefert Ableiten

0= %1 = (¢, ¢) 4 (¢,6) = 2(¢,¢)
b)
k() = k() (n(t),n(t))
= (k(t)n(t),n(t))
= (&(t),n(t))
0 —-11Y.

- (= (10)7)

= det(c(t), E(t))
u

Satz 4.6 Die Krimmung ist positiv <= die Kurve krimmt sich nach
links.
Die Krimmung ist negativ < die Kurve krimmt sich nach rechts.

Beweis.
k(to) >0
= (é(tg),n(to)) >0
o(t) — é(t
= <1im M,n(to)> >0
t\.to t—1to
——"
>0
(e(to)n(to))=0 .. .
1 t t 0
= Jim (&(t), n(to)) >
— Fiir tg + e >t > to ist der Anteil von ¢&(t)

in Richtung n(tg) positiv

<= Die Kurve kriimmt sich nach links
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Analog fir k(tp) < 0. m
Ein grofser Kreis hat eine kleine Kriimmung, ein kleiner Kreis hat eine grofie
Kriimmung. Das wird durch k wiedergegeben.

Beispiel 4.7 Die Kreislinie

c:R—->Ret—r

sin &
s

hat die konstante Kriimmung

Beweis. Wegen

ergibt sich

Il
T e T
/|\
&,
=
= e
"
(V)
+
S|
/N
@)
@]
9]
|
N~~~
()

Satz 4.8 Seic: I — R? mit Geschwindigkeit 1. Dann gilt

(6)= (% o) )= (5

Beweis. a) ¢ = kn ist die Definition von &
b) Ableiten von (n,n) = 1 ergibt

= %(n,n)zQ(h,n)
n L n
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Da ¢, n senkrechte Basis mit Linge 1 sind, gibt es ein a(t) € R mit

A(t) = alt) - (1)

Ableiten von (n,¢) = 0 ergibt

0 = (n,¢+(n,é
= (a¢,¢) + (n, kn)
= a+k

d.h.
a = -k
n = —k¢
[

Wenn wir das Objekt in der Ebene drehen oder verschieben, bleibt die
Kriimmung gleich.

Bei einer orientierungserhaltenden Bewegung dndert sich die Kriimmung
nicht.

Definition 4.9 Sei b € R? und A senkrechte Matriz mit
det(Av, Aw) = det(v, w)
Dann heifit F = Ax + b orientierungserhaltende Bewegung.

Satz 4.10 Ist ¢ mit Geschwindigkeit 1, F = Ax + b eine orientierungser-
haltende Bewegung mit senkrechtem A, so gilt

kE(Foc)=kE(c)

Beweis. Wegen

%(Foc) _ %(Ac(t)+b):,4é(t)
pe d
S(Fod) = (A= Auq)
gilt
E(Foc) = det(A¢ Ad)
Ver det(¢, ¢)
= k(¢
| |

Es gibt eine praktische Formel, wie man die Kriimmung berechnet, chne
vorher die Kurve auf Geschwindigkeit 1 abzuindern.
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Satz 4.11 Seic: I — R? eine Kurve. Dann gilt

B det(c(t), é(t))
N FONE

Beweis. Sei g : J — [ orientierungserhaltend und ¢ = c o g sodafs

d

£é =1
Aus
d _ d
%C = g(cog)(S)
= ég(s))-i(s)
d .
1 = £C
= eIl - [4(s)]
fOlgt 1
9) =19 = 130T
Es gilt
Dlecog)s) = - (elgls))-als)

Dann ergibt sich

k(@) = det (ié,;;é)
= g(s)*det (¢(g(s)) ,E(g(s))) + g(s) - §(s) - det (é(g(s)), é(g(s)))
=0

det(c(t), é(t))
(KON
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5. Kurven im R?

Im R? war der Raum senkrecht zu é(¢) eindimensional. Damit lief sich ein
eindeutiger Senkrechtenvektor definieren durch die 90°-Drehung im Uhrzei-
gersinn. Und mit diesem lief sich die Kriimmung definieren.

Im R? bilden die Vektoren senkrecht zu ¢(t) eine Ebene.

Fiir ¢(tg) # 0 wihlt man die Richtung von é(tg). Auf das Vorzeichen der
Kriimmung muss man aber verzichten.

Definition 5.1 Seic: I — R? eine Kurve mit Geschwindigkeit 1.
kol — Rt &)

heifst Kriimmung von c
Isttg € I und k(to) # 0, so heifst

1 &(to)

nto) = Ty 20 = Taao) |

der Senkrechtenvektor von c in tg.

Satz 5.2 a) FEs gilt
k= (n,é)

b)
(n(to), ¢(to)) =0

c) Ist c: I — R® mit Geschwindigkeit 1, so gilt

c ist eine Gerade <+

Beweis. a)

—_

= e llelP=lel
el
= k
b) Da || ¢ ||=1 ergibt Ableiten
d
0= 2 (6.6 =2(&¢)

und somit




¢) "=" ¢ ist eine Gerade <= Ja,v € R3:
c:R—-R3t—a+ot
Dann gilt ¢(¢) = v und é(t) = 0.
B
¢c=0 = ¢=v=konstant
= c=a+v-t
]
Definition 5.3 Fiir a,b € R? definiere

agbg — a3b2
axb= asby — a1bs S R3
a1b2 — a2b1
Satz 5.4 FEs gilt
(axbyc)y = det(a,b,c)
<CL X bv a X b> = <CL,CL> <b7 b> - <av b>2

v/ {a x b,a x b) ist die Fliche des Parallelogrammes von a, b.

Bewels.

(axb,c) = (agb3—agbz)ct + (asby — a1bs)ca + (arby — agby)cs
aq b1 C1
= det a9 b2 Co
as b3 C3
= det(a,b,c)
und

{a,a) (b,b) — (a,b)*
(af + a3 + a3) (b + b5 + b3) — (a1by + azby + azbs)?
a2b? + a2b3 + a?b3
+a2b? + a3bs + alb’
+a3b? + a3bs + a3b;
—a%b% — aiasb1by — ajasbibs
—ajazbiby — agbg — asagbobs
—aiazbibs — asazbabs — a%b%
asbs — asbsy asbs — asbsy
= < azby —aibs |, | asby —aibs >

arby — azby arby — azby

24



und

Fliiche(Parallelogramm(a,b))”

Fa Il b [ sin® u
Fa Pl B[ (1 = sin® u)

(a,a) (b,b) — (a,b)>

Definition 5.5 a,b,c heifit positiv orientierte Basis des R? <=
det(a,b,c) >0

Satz 5.6 Sind a,b € R3 senkrecht mit Linge 1, so sind a,b,a x b eine
senkrechte Basis mit Linge 1 mit positiver Orientierung, d.h.

det(a,b,a x b) =1

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

(a,a) = 1=(bb)
(a,b) = 0
Wegen
<CL,CL X b> = al(agbg — agbg) + a2(a3b1 — albg) + Clg(albg — agbl)
=0
(b,a X b> = bl(agbg — (lgbg) + bg(a3b1 — albg) + bg(a1b2 — agbl)
=0
sind alle Vektoren senkrecht. Wegen
(axbaxb) = (a,a)(bb)— (a,b)’
= 1-1-0=1
haben alle Vektoren die Lange 1.
det(a,b,a xb) = {(axb,axb)
= 1

ergibt sich die positive Orientierung. m

Vervollstandige mit diesen Sétzen é(to), n(to) zu einer senkrechten Basis mit
Linge 1 von R3.
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Definition 5.7 Sei ¢ : I — R3 mit Geschwindigkeit 1. Sei t € I und
k(t) #0
a) Mit

b(t) := ¢(t) x n(t)

wird ¢(t),n(t),b(t) ein positiv orientierte senkrechte Basis mit Linge 1.
b) Die Windung von ¢ in t ist

Die Kriimmung beschreibt, wie stark sich der Geschwindigkeitsvektor in
Richtung des Senkrechtenvektors dreht.

Die Windung beschreibt, wie stark sich der Senkrechtenvektor aus der Ebene
Lin(¢,n) herausdreht.

Satz 5.8 FEs gilt
w = det(n, é,n)

Beweis.
w = (n,b)
= (n,éxn)
= det(n,¢,n)
[

Definition 5.9 Sei b € R3, A 3 x 3-Matriz mit
Yu,v,w € R? : det(Au, Av, Aw) = det(u, v, w)
Dann heifit F = Ax + b eine orientierungserhaltende Bewegung.

Satz 5.10 Seic: I — R? mit Geschwindigkeit 1 mitk > 0 und F := Az +b
orientierungserhaltende winkel erhaltende Bewegung. Dann gilt fiir¢ := Foc

k= k
W o= w
Beweis.
d . .
i F(e(t)e(t) = Aé(t)
d? _ .

26



ergibt

d 2

Hdta = (Aé, AS) = (6,¢) = 1
2 |

Hdt25 = (Aé, A8) = (£,6) > 0

Damit ist nn definiert und

2

d2
2 A _ 2_ 12
~ ||| =reme=+
und
n = ngn
k
b= det(La Lo
e VA
—  det(An, Aé, An)
= det(n,é¢,n) =w
[

Satz 5.11 Seic: I — R3 mit Geschwindigkeit 1 und Vt € I : k(t) # 0.

Dann gilt
¢ kn 0 k 0 ¢
n |=| —ké+wb | = -k O w

—wn 0 —w 0

S 3

Beweis. 1. Zeile: ¢ = k - n ist die Definition von n.
2. Zeile: Da (n,¢) = 0 und (n,n) =1 ergibt Ableiten

d . . .
0 = $<n,c> = (n,¢) + (n,¢)
= (n,¢)+k
0 = i(nn>—2(nn>
- dt ) - )
Damit folgt
n o= (néé+(n,nyn+(n,b)b
——
=0
= —ké+wd



3. Zeile: Da (b,¢) =0, (b,n) = 0 und (b,b) = 1 ergibt Ableiten

0 = %(b,é>:<z},e>+<b,é>
= (bey+k(pn) = (be)

0 = = (b =(bn)+0n)
= <b,n>+w

Das ergibt
b = @c+<b,n>n+@b
— —un .
]

Satz 5.12 Seien k,w : [ — R C* und k > 0. Dann gibt es eine Kurve
c: I — R? mit Geschwindigkeit 1, mit Kriimmung k und Windung w.

Bis auf orientierungserhaltende winkel erhaltende Bewegung ist sie eindeu-
tig.

Beweis. a) Zum System von linearen Differentialgleichungen

c 0 1 0 0 c
dl ¢ | |0 k 0 ¢
daln ] 0 -k 0 w n
b 0 0 —w 0 b

gibt es genau eine Losung mit den Anfangsbedingungen

c(to)) = 0

c(to) = e
n(ty) = e
b(ty) = e
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Da die Differentialgleichung linear ist, ist die Lésung auf ganz I definiert.
b) Wegen

dt (¢,e) = 2(éc)=2k(n,0)
d . ;
= (n,n) = 2(n,n)=2(—ké+wb,n)
= 2w {b,n) —2k{¢,n)
% (bb) = 2 <b, 15> = —2w (b,n)
d

e = <l}, é> + (b, ¢)
= —win,é) +k{bn)

Doy = (bn)+ i)
= ~w <n7n>+w<b7b>_k<bvc>
d . . .
% <n’7 C> = <n7 C> + <’I’L, C>
= —k{(¢¢) +w(d, ) +k{n,n)
gilt
(,é) O 0 0 0 0 2 (&, é)
(n,n) 0 0 0 0 2w -2k (n,n)
d | b o o 00 —2w 0 (b, b)
dt | (b,¢é) - 0o 0 0 0 k —w (b, ¢)
(b,n) 0 —w w -k 0 0 (b, n)
(n,é) -k k 0 w 0 0 (n,é)

Das ist eine lineare Differentialgleichung mit einer eindeutigen Losung.
Zur Zeit t = 0 ist ¢,n, b eine senkrechte Basis mit Geschwindigkeit 1, d.h.
es gilt

[N elNell ) e
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Die konstante Funktion

OO R -

0

erfiillt das System linearer Differentialgleichung mit diesen Anfangswerten.
Wegen der Eindeutigkeit gilt fiir allet € I

(¢ ¢)
(n,n)

Q-

3

3

TN~
S S o
ESCIRCARCA
|
[N ool e

,C

und Vt € [ ist ¢,n,b senkrechte Basis mit Lange 1.
c¢) Die senkrechte Basis bleibt positiv orientiert. Annahme:

| det(¢,n,b)(t1) = +1
F <o { det(é,m, b)(ts) = —1

Wegen der Stetigkeit von det gilt
Jt <tz <tg: det(é, n, b)(tg) =0

im Widerspruch dazu, dass Vt € I : ¢,n, b Basis ist.

d) Wegen (¢, ¢) = 1 hat ¢ Geschwindigkeit 1.

Eindeutigkeit: Sei ¢ : I — R eine Kurve mit Kriimmung k¥ und Windung
w. Setze

= c(to)
d 3 —1
= (gt itto) o)
Da %é,fz,é eine senkrechte Basis mit Lange 1 sind, gilt
AT _ A—l
det A71 = detAT =detA=1
Sei
F:=Ax+0p
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Wir haben schon gezeigt, dass ¢ := F ow dieselbe Kriimmung und Windung
wie ¢ hat. Aufserdem gilt

0
((Z@(to),ﬁ(to),l%to)) = (61762763)

Q
—~

<~
(=]
~

(c,v,m, D), (&, %é,ﬁj)) erfiillen das System linearer Differentialgleichungen
mit denselben Anfangsbedingungen und stimmen somit iiberein:

c=¢=Foc
[}

Beispiel 5.13 Die Schraubenlinie

t

cos —
C:R—>R3,t'—>ﬁ sin%
t
hat die Windung
1
W= —
2
Beweis.
1ot
1 —ﬁsmﬁ
C(t) = 72 72C(1)Sﬁ
V2
1(1 t\? 1 2
O = =(z(-sin—=) +=(cos—] +1
I éo) | 2<2( sin 2) +2(Cosf> +)
1
2
.
W= L e
¢ = — sin —
V2 0
ko= e =5

Somit 148t sich n(t) bilden fiir alle t.
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und
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6. Ein Fixpunktsatz

Satz 6.1 Sei X vollstindiger Abstandsraum, A C X abgeschlossen und f :
A— A Gilt firein0< L <1

[ fl@)=fWlI<Liz—yll
so hat f genau einen Fizpunkt
NzecA: flx)=x

und
Vye A: lim f"(y)==x

d.h. fiir jeden Startwert y in A geht die Folge (x,,), mit x, := f"(y) gegen
den eindeutigen Grenzwert x.

Beweis. a) Es gilt

| 2oss — 2 |1< L7 21— o |

n=1:
| 22 — 21 [|=] f(21) = fzo) IS L || 21 — 20 ||
n—n+1:
| Znt2 —znsr | = |l flzns1) — flan) ||
< Ll zppr — |
S LLn”Il*I()H
— Ln+1 ” 120 H
b) Es gilt
p
I 2nip—2nll < 1D (@nti = Tngio1)
i=1
P
S Z || Tn4i — Tnti—1 ||
i=1
a) L )
< > L e —a |
i=1
p .
< L | DL
i=1
L/n/
< gopllzi—aol
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¢) Wegen b) ist (z,,)n eine Cauchyfolge.
Da X vollstidndig ist, hat sie einen Grenzwert lim,, . =, = .
Da A abgeschlossen ist, und Vn € N : z,, € A, gilt

reA

d) fist stetig: Fiir | 2 —y ||< £ gilt

| f@) = W) IS L]z —yll< LT =¢

e) x ist ein Fixpunkt: Da f stetig ist, gilt

fla)=f ( lim :vn) — lim f(z,) = lm Zp4s =
n—oo n—oo n—oo

f) x ist eindeutig: Sei y auch ein Fixpunkt, dann gilt

ly—zl = [Ifw)-f@)I<Lly-=]|
A-Ly—zl| = 0
—— ——
>0 >0
r =y
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7. Der Umkehrsatz

Seien X,Y endlich-dimensionale Vektorrdume.

Satz 7.1 Sei U C X offen und f : U — Y stetig differenzierbar. Dann gilt
fir alley € B(xz,e) C U:

1 f(@) = f) <] Df lgaglle—vll

Beweis. Da U offen ist, gilt

3" >0: B(z,&)
Ve’ >e>0: B(z,e¢)

c U
c U

Da

I Df|: B(x,e) = R

stetig ist und B(z,¢) kompakt ist, nimmt || Df || sein Maximum an. Setze

L:=max{|| Df(y) ||: y € B(z,¢)}
und

g:[0,1] = U,t— y+tlx—y)
Foo[0,1] = Rt —| f(g@®) — fy) | —t(L+e)[[z—y|

und ¢y € [0, 1) beliebig mit y = g(tg). Wegen
fg(t) = flg(to)) H

t—to

lim = I D(fog)to) |
= I DA(a(t0)) 9'(t0) |
— | DAg(t) (=) |
< IDf gzl -yl

= Ljz-yl

und da || - || stetig ist, gilt

346 > 0Vt € (ﬁo,to-i—é]:

H fg(t)) = fg(to))

< (L —
D] <@ o=l
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Wegen
Fs(t) — Fe(tO)

t—1p
pef | flg®) = fly) | —t(L+e) [z -yl
t—to
L fg(to)) = f(y) | —to(L+¢) |z —y |l
t—1o
< Lo llz—yll-L+e)z—yll

= 0

ist F. monoton fallend in (to, to + 9).
Da tg € [0, 1] beliebig war, ist Fr monoton fallend auf [0,1].
Wegen

F(0)

1 £(g(0)) = f(y) I| =O(L +¢) |z —y |
=0

gilt
Ve>0:F. (1) <0

Da F. stetig in ¢ ist, folgt

[ f@)=fl-Llz=-yl = Fo(1)
= lim F.(1)
e—0
< 0
[ f@)=Ffw | < Liz-yl]

Satz 7.2 Seien U C X,V C Y offen, F : U — V wmkehrbar und F,F~!
differenzierbar. Dann gilt mit G = F~1

¢) dim X = dimY

b) Ve €U : DG(F(z)) = (DF(z))~*

Beweis. Aus

FoG = ZdU
GoF = idV
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folgt fiir y = F(x)

idy(y) = Dzdy(y)ZD( 0 G)(y)
= DF(G(y)) o DG(y)
= DF(z)o DG ( (2))
idX = Dldx— ( )(x)

_ DG(F() 0 DFW
Damit ist DF(z) : X — Y umkehrbar und es gilt
DG(F(x)) = (DF(z))™!

und
dimy T=PEEY Gim Bild DF(x)
= dim Bild DF(z) + Null DF(z)
—_——
=0
= dim X
| |

Satz 7.3 Sei U C X offen und a € U. Seien F : U — Y stetig differenzier-
bar und DF(a) umkehrbar.

Dann existiert ein offenes Uy(a) C U sodaff V := F(Uy) offene Umgebung
von F(a) ist und

F:Uy— V ist umkehrbar
LV = Uy ist stetig
Ve e Up: DF(x) ist umkehrbar

Beweis. Da DF stetig ist, ist det DF’ stetig. Wegen
det DF(a) #0
und da U offen ist, gibt es ein € > 0 sodaf
Vo € B(a,e) CU :det DF(x) #0
a) Sei y € Y beliebig. Setze
fy: X = X, 2 DF(a) '(y— F(z +a))+z

Es gilt
f4(0) = DF(a)™'(y — F(a))
Df,(x) = —DF(a)"'DF(a+x)+idx
ny(O) = —idx+idx =0
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Da Df, stetig ist und wegen D f,(0) = 0, gilt

ey oo, | BOBICBOS)
I Dfy lzpa5< 3
Sei
M =| DF(a)™" |

Dann gilt fiir y € B (F(a)7 &) und z € B(0,2r)

I £@ | = 1Ay = £,(0)+ £,(0) |
< | DIy bzl 2 =0l + | DF(@) (s = F(a)) |
< g2r+ | D@ ||y~ Flo)|

=M <z
< T—|—M& =2r
Das ergibt

fy : B(0,2r) — B(0,2r)

Fiir 21,22 € B(0,2r) gilt

| £y(@2) = f@) | < 1l DSy Il @2 — 1 |

< 1 u
_21’2 1

A\

Da B(0,2r) abgeschlossen ist, hat jede Abbildung f, fir y € B (F(a), 77)
genau einen Fixpunkt « € B(0, 2r).

Wegen
= z=DF(a) Yy - F(z+a))+z
= 0= DF(a) 'y — F(z + a))
DF(a)g}l}(ehrbar ZF(JC+(1)
gilt
v B(F( ) L) Iz e B0,2r): f,(z) =
Yy e a,M lz e ,2r) 0 fylz) =2
r
2\ A
VyeB(F(a),M) 3z e B0,2r): y=F(z +a)
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Das ergibt die Umkehrabbildung
F1.B (F(a), &) . Bla,2r),y — @

Da F stetig ist, ist

— -1 I
Up:=F (B (F(a), M)) c B(a,2r)
offen. ,
1 . . . o .
b) F~! ist stetig. Seien y1,y2 € B (F(a)7 M) Fiir
1 +a F~' (1)
To+a = Fl(y)
gilt
fraw(@) = DF(a)™'(F(a) = F(z +a)) +a
2y =21 = [r)(®2) = fr@(@1) + DF ()" (F(z1 + a) — F(z3 + a))
1
lz2 —ai | = gl -z | +M || Fz2 +a) - F(z1 +a) |
und
[P y2) = F ) | = a2 — a1 ||
< 2M || F(za+a)— F(z1+a) ||
= 2M [[y2— w1 ||

Damit ist F~! stetig. m
Satz 7.4 Sei U C X offen, F': U — Y stetig differenzierbar und
Ve eU: DF(x)
umkehrbar. Dann gilt
Uy, C U offen = F(Uy) ist offen
Beweis. Sei U; C U offen.
Va € Uy 3 offenes U, mit F': U, — F(U,) ist stetig umkehrbar
Da F~!: F(U,) — U, stetig ist, ist F'(U,) offen. Somit ist

F(h) = | FU,)

zeU

offen. m
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Satz 7.5 Seien U C X,V CY offen. Sei F' : U — V unendlich oft diffe-
renzierbar, eins zu eins und

Ve € U: DF(z) umkehrbar
Dann ist F umkehrbar und
F1FU)—-U
unendlich oft differenzierbar.
Beweis. Wir haben gezeigt:

Vo € U 3 offenes U, : F : Uy — F(U,) ist umkehrbar
F~': F(U,) — U, ist stetig

Da F eins zu eins ist, gilt

F:U — F(U) ist umkehrbar
F~': F(U) — U ist stetig

Sei B(a,e) C U. Fiir
H:B(0,¢) = X,z + (DF(a)) " (F(z + a) — F(a))

gilt

1) H(0) = (DF(a))"L(F(a) — F(a)) = 0

2.) H ist unendlich oft differenzierbar, da F unendlich oft differenzierbar
ist auf B(a,¢).

3.) DH(0) = (DF(a))"'DF(a) = idx.

4.) H ist eins zu eins, denn

H(y) = H(z) = H(y) - H(z) =0
= (DF(a))™ (F(y +a) = F(z +a)) = 0
DF(a) gkehrbar F(y n a) _ F(Z n a) -0
F umghrbar y=z

5.) Wegen

y € Bild(H)

y = (DF(a))" (F(z +a) - F(a))
F(z+a)=DF(a)y+ F(a)

H™'(y) =2 =F~'(DF(a)y + F(a)) —a

111
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und da ,
-1, o
F .B(F(a),M> — B(a,2r)

stetig ist, ist fiir e < 2r
H™': H(B(0,¢)) — B(0,2¢)

stetig,.
6.) H~! ist unendlich oft differenzierbar in 0:
Da H unendlich oft differenzierbar in 0 ist, gilt

H(z) = HO)+DH(0)x+r(z)
T

= z+r(x)

G

e

und
H Y2) = H Yz —r)+r)

= z—r(x)
= 2z - H(x)

Da H unendlich oft differenzierbar in 0 ist, ist ! unendlich oft differen-
zierbar in 0.
7.) Wegen

at+H Yy =
F7l(2)

F~Y(DF(a)y + F(a))
F-Y(DF(a)DF(a)"\(z - F(a)) + F(a))
= a4+ H YDF(a) ' (z — F(a))

ist /! unendlich oft differenzierbar in F(a).
Da a € U beliebig war, ist F unendlich oft differenzierbar. m
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8. Flachen

Kurven wurden als Ganzes definiert. Beil Flichen verlangen wir nur, dass
sich kleine Stiicke definieren und passend zusammenfiigen lassen.
Differenzierbar heifst im Folgenden unendlich oft differenzierbar, d.h. glatt.
Schreibweise: C'*°.

Definition 8.1 S C R? heifit Fliche <=

Vpe S Ioffene V(ip) CRREUCR?IF:U—-VNS:
1.) F ist differenzierbar

2.) F ist umkehrbar und F, F~" sind stetig.

3) VgeU: dF,:R* — R® hat vollen Rang.

(U,F,V) heifit Karte von S um p.
Satz 8.2 F~! ist differenzierbar.
Beweis. Das haben wir im letzten Kapitel gezeigt. m

Satz 8.3 Sei S C R? eine Fliche und (Uy, F1, V1), (Us, Fz,V2) Karten von
S. Dann gilt
F{l oI} : Ffl(Vl NnVa) — F{l(Vl NVs)

ist glatt.
Beweis. Betrachte

FY(VinVanS) c R? F2 of F Y (VinVanS) c R?

i N [ /) F2_1
SNVinNVy, CR3
Da Fy, ', F glatt sind, ist F;, ' o Fy glatt. m

Satz 8.4 (Der Graph einer Funktion) IstU C R? offenund f : U — R
differenzierbar, so ist

Graph(f) = {(z,y, f(z,y)) € R : (z,y) € U}
eine Fldache.
Beweis. 1.) und 2.)

F:U — Graph(f) C R?, (2,9) — (z,, f(2,7))
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ist differenzierbar, eins zu eins und ohnehin auf. Damit ist es umkehrbar
und

F~: Graph(f) — U, (z,y, f(z,9)) = (z,y)

ist stetig.
3.)
1 0
| O 1
DF = of of
dr Oy
hat Rang 2. m

Jede Flache ist lokal der Graph einer differenzierbaren Funktion.

Satz 8.5 Sei S C R3 eine Fliche undp € S.
Dann existiert eine Umgebung V(pl sodafs VNS der Graph einer differen-
zierbaren Funktion f : W C R? — V ist.

Beweis. Sei (U, F, V) eine Karte von S bei p und ug € U. Wegen

OF OF
8U1 8uQ
oF; 0F;
Rang — | (ug) =2
Ou;  Ous
OF, OF,
8u1 8u2
sind zwei Zeilen der Matrix linear unabhingig. Sei
oF oF:
det ou ou 0
€ 5}:% 51:% (uo) #
duy  Buy
und
pr:R® = R? (z,y,2) — (z,y)
pro F:U— RQ; (ula u2) = (Fl(ul7u2)7 FQ(Ul,UQ))
d.h.
wetUcr I (P(u) € R?
FN /" pr
F(Uo) € Vvns

Mit dem Umkehrsatz erhalten wir offene U(ug), W (pr o F(ug)) soda®

(F,Fy)=proF:U—W
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umkehrbar ist und pr o F und
(F17F2)71 = (prr OF)71 4 HU? («I,y) = (ul(z,y),UQ(x,y))

differenzierbar sind.
Da F, F~! stetig sind, ist V = F(U) eine Umgebung von F(ug) in S.
Wegen

(ur,u2) = (Fi, Fo) ™ (Fi(u1), Fo(uz))

gilt
SQV = {(Fl,FQ,Fg)(Ul,Ug)I(U17U2)€ﬁ}
= {(idy,idy, F3 o (F1, F5)™") o (Fy, Fo)(u1,u2) : (uy,uz) € U}
{($7y7F3 © (F17F2)_1) : (l’,y) € W}
= Graph (Fyo (F},Fp)~ ' : W — R3)
[
Satz 8.6 Sei U C R? offen und
f:UCR*=R
differenzierbar und
Df(a) #0
Dann ist
S = fYa)
T
= y | €U f(z,y,2)=a
z
eine Fliche.
Beweis. Sei p € f~1(a) und
of
0z

Dann ist

X X
F:UCR3HR3,(3/)H( Yy )
z f(z,y,2)

stetig differenzierbar mit

1 0 0
. 0 1 0
DF, = of of of
Oor Oy Oz
det DF,, = g
z
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Mit dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen V(p), W (F(p)) sodah F :
V — W umkehrbar und F~1 : W — V differenzierbar ist. Wegen

F(at,y,z) = ($7y,f(3072%2))

gilt
X xr
Frw-V, |y |~ y
t g(z,y,1)

Da F~! differenzierbar ist, ist
g:WN{R*x {a}} = R, (z,y,a) = g(z,y,a)

als Funktion von z,y differenzierbar und es gilt

Graph(g) = {(z,y,9(x,y,1)) : (z,y,t) € WN{R? x {a}}}
= {(z,y,2) €V : f(z,y,2) = a}
= f_l(a) nv

Da p € f~!(a) beliebig war, ist f~!(a) Fliche. Setzt man

X
F:F‘1:W0R2x{a}—>V,<x)»—> y
Y g(x,y)

so ist
(WNR?2 x {a}, F, VN fa))

eine Karte. m
Beispiel 8.7 (Die Kugeloberfliche)

5% = {(x,y,z) cx? i = 1}
ist eine Fldche.

Beweis.
fiRP =R, (2,y,2) = 2° +y° 4 27

ist differenzierbar. Wegen

of

or 2
of
aw Y
of
& = 2z



gilt Df(1) # 0 und f~*(1) = S? ist eine Fliche.
Uberdecke sie mit der linken, rechten, oberen, unteren, vorderen und hinte-
ren Halb-Kugeloberfliche. Setze S = S? und

T

V::V;r:: Y :2>0
z

Dann ist S2 N V3 die obere Halb-Kugeloberfliche ohne den Aquator.
Sie ist der Graph von

foU—=R (2,y) = V1= (22 +9?)

mit
U={(z,y) eR?:2? +¢* < 1}
Dann ist
. x
F;’ U — R?, < > — Y
v =G4 y)
eine Karte.
untere Halb-Kugeloberfliche:
x
Vi = y | :2<0
z
x
_ 3 (%
Fy:U—R”, ( ) — y
Y

)

linke bzw. rechte Halb-Kugeloberfliche:

x
V= y x>0
z
x
Vii= Y <0
z
+/1— (y? + 22)
Fi:UHRB,CJ)»—» Y
z
z
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vordere bzw. hintere Halb-Kugeloberfliche

x
\/2+:: Y y >0
z
x
Vy = y |:y<0
z

X
F}:U—>R3,<Z)»—> +/T— (22 + 22)
z

Da jeder Punkt in einem der VljE liegt, ist S? eine Fliche. m

Sei S? der Kreis in der yz-Ebene mit Mittelpunkt (0, a,0). Er ist die Lésung

der Gleichung

(y—a)? +2* =12

Diesen Kreis dreht man mittels y — /22 + y2 um die z-Achse
22 =712 — (Va2 +y? — a)?
und erhélt den

Beispiel 8.8 (Fahrradschlauch) Fir

f 2
fE SR (2.y.2) o 2 4 (VAT )
ist T = f~1(r?) eine Fliche.

Beweis. Fiir (z,y) # (0,0) ist f differenzierbar. Wegen

8—f = 2z

0z

of Zy( x2+y2—a>
R

of 2:c( x2+y2—a)

% /x2+y2

ist 72 ein regulirer Wert von f. m



9. Die Tangentialebene
Bei der Differenzierbarkeit haben wir eine Abbildung
F:UCR"—=R™

gendhert durch
F(p) + DpF(x —p)

Etwas Ahnliches machen wir bei Flichen.

In jedem Punkt p € S verschaffen wir uns einen Vektorraum: Die Tan-
gentialebene. Erst dann konnen wir lineare Abbildungen zwischen diesen
Vektorrdumen betrachten.

Definition 9.1 Sei S C R? Fliche und p € S. Sei
X ={c:(—e,e) = S glatt : c(0) =p,¢(0) = X}
die Menge der Kurven durch p mit ¢(0) = X
a)
T,5={X €R® | 3e>03c: (—¢,¢) — S glatt mit c(0) = p, ¢(0) = X}

heifit die Tangentialebene von S in p.
b) Die Elemente von T,,S heiffen Tangentialvektoren.

Satz 9.2 Sei S C R? eine Fliche und (U,F,V) eine Karte von S ump € S
und ug := F~(p) € U.
a) Dann gilt

17,8 = BildD,, F "< D, FR?

b) T,S ist ein zweidimensionaler Untervektorraum des R3.
OF OF

c) Dur Dug Lt eine Basis des Tangentialraumes.
Beweis. a) "D
VX € Bild(D,,F)3Y € R?*: X = D, F(Y)
Da U offen ist, gilt
Je>0Vte (—ee): ug+tY elU

Setze
c:(—¢e,e) = S,t — F(up +1tY)
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Es gilt

c(0) = Fluo) =p
) d
¢0) = £F(u0 +tY)|t=o0
= Dy F-Y
= X
X € 1T,8

7" Sei (U,F,V) eine Karte bei p und
c:(—g,e)— S
glatt mit

c(0) =
¢(0) = X

iS]

Da V offen und c stetig ist, gilt
Je>0: c(—g,e) CV

und
u:=F"toc:(~¢¢) = UCR?

ist eine Kurve, d.h.

(—e,e) "= U
e\ Fy/ Pt
Vns
Mit YV := u(0) € R? gilt

d
DuFY) = LFoul

d
= %Ch:o =X

X € Bild(D,,F)

b)
dim 7,8 = dim D,,, FR? = 2

¢) DF(e;) = g—i und DF(ep) = 2E sind linear unabhiingig.

 Ous
|
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10. Das Differential

Wir haben nun Vektorrdume 7,5 zur Verfligung und wollen lineare Abbil-
dungen dazwischen konstruieren.

Definition 10.1 Seien 51,5, C R? Flichen und p € S;.
Die Abbildung f : S1 — So heifsit glatt nahe p <~
AUy, F1, V1) von Sy um p 3(Us, Fz,Va) von So um f(p) sodafs

FylofoF - Fr'(f71(Van$y)) — Us
nahe p glatt ist, d.h.
F;lofoFl

U1 — U2
| 1 Fy

sinvi L s8N
Beweis. Sind (ﬁi, F, 171) Karten fiir S;, so ist auch

EilofoF, = (FyloF)o(FylofoR)o(F oY)

glatt glatt glatt

glatt. Damit gilt es fiir alle Karten. m

Definition 10.2 Seien S1,So C R3 Flichen und f : S1 — So glatt und
p € S1. Das Differential von f in p ist

d d
dpf : Tpsl — Tf(p)SQ, @Ch:o = a(f o C)|t:0

a) d, f(X) hdngt nur von X ab, aber nicht von der Wahl der Kurve c.
b) dpf ist linear

Beweis. Seien (Uy, F1, V1) und (Us, Fy, Vo) Karten von S7 um p und Sy um
f(p). Verkleinert man U; und V3, so gilt

f(Sl N V1) c Vs

a) Sei ¢: (—¢,e) = SNV glatt mit

c(0) p
{0) = X
C(*é‘, E) c Vins,

Wegen



gilt

d
S (F 00l € Ty Sy
d.h. )
ug € Up C R? J=F ofeh Us C R2
Fy 1R By |1 By
peVINS: — Van S > f(p)
e\ S foc
(_575)
wobei
f = FylofoF :U — U,
nach Definition glatt ist.
d
dpf(X) = ﬁ(foc)h:o
d _ _
= ﬁ(FQOFz lofoR o F| loc)‘t:()
s 1. d
= Dy(FyofoFyt) Selico
=X

enthélt nur noch X und nicht mehr die gewéhlte Kurve c.
b) Da Fs, f, Fl_1 glatt sind, ist Dp(Fa 0 fo Fl_l) definiert und linear.
Damit ist dy, f linear. m

Satz 10.3 Sei V C R3 offen, f: V — R glatt und S = f~(0) C R?® mit
WpeS:Df(p) #£0

Dann gilt
7,8 = Df(p)*

Beweis. ”C”: Sel X € T,,S. Wihle c: (—¢,¢) — S glatt mit

c(0) = p
(o) = X

Wegen c¢(—¢,e) C S gilt

Vt € (—e,e): (foe)(t)=0
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Ableiten ergibt

0 = SUodl
= (Df(c(0)),é(0))
= (Df(p), X)
"= Da
dim T;,S = dim D f(p)* = 2
folgt

7,5 = Df(p)*

Beispiel 10.4 Fiir die Kugeloberfliche S? gilt

TpsQ _ pL
Beweis. Mit
x
FRRSR |y | —a?+2+22-1
z
gilt
5% = f71(0)
Wegen
x x
Df{ vy =21
z z
folgt
TpS2 _ pL
]
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11. Die 1. Fundamentalform

Wir benotigen Langen von Kurven, die in S verlaufen und Winkel zwischen
zwei Tangentialvektoren.

Fiir jeden Punkt p € S lift sich das Skalarprodukt des R?® auf 7,S ein-
schranken und als Matrix darstellen:

Satz 11.1 Sei vi,v2 eine Basis von 1,5 und v = a1v1 + agva, w = by +
bovo beliebig. Dann qilt

gi1 912 by _
(@, a2) ( 921 922 ) <b2> (v, w)
9i5 = Q(Uz‘,vj)

und die Matriz (gi;)i; ist symmetrisch mit Yo : v (gi;)ijv > 0.

Beweis. Es gilt

(v,w) = <Zaivi,2ijj>
= D) aib; (vi,vi)

i=1 j=1

2 2
= Z Z a;b;gi

i=1 j=1
_ (al a2)< gi1  gi12 > <bl)
’ g21  g22 by
gij = (Xi, Xj) = (X, Xi) = gji

ist g;; symmetrisch und

Wegen

Vo #£0: v7(gij)iv >0
— Yvo#0: (v,v) >0
[

Bemerkung 11.2 Beziiglich der Basis D, F(e1), D, F(ez) ist g, als Matriz
gegeben durch

9ij = (DuF(ei), DuF(e;))
Def oF oF
(G g w)
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Satz 11.3 Sind (U,F,V),(U,F,V) Karten und g,g die zugehdrigen Ma-
trizen und H:=F o F, so gilt
OH* OoH' _
) = X2 G o) oy 110

= (DH) -g(H(u)) - DuH

\/det = +/detgo H -det D,H
OF OF
Oui’ ul
_ o( FOH O(FoH)
= 5
oF aF BHl
< oa* 8ui ’Z ﬁ 6u1 >

B OH" OH' <aF OF

Beweis.

gij(u) =

out oui \ ouF

8Hk oH!
= Dt ngl(H(u))
k.l

d.h.

g(u) = (DH)"-g(H(u) D,H
det g(u) = det(D,H)" -detg(H(u))-det D, H

|
Beispiel 11.4 (x,y-Ebene) a) Fiir S C R® mit

F:R? - R3, (u1,u2) — po + WX + %Y
fiir p, X, Y € R3 ist

(
(915 ()i = ( Y, X) (YY)

konstant.
b) Fiirpo =0,X =e1,Y = es gilt

konstant.
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Beweis. Wegen

OF OF
—_— 7:}/
8U1 )({‘)UQ
gilt
oF OF
g1 = <8ul’6u1>:<X7X>
g 0E o
giz2 = G21 = oul’ Oud
= (X,Y)=(Y,X)
OF OF
g22 = <8u2’8u2>_<Y’Y>
[ ]

Beispiel 11.5 (x,y-Ebene) Fiir

rcosa
F:(0,00) x (0,27) — R3, (T> — ( rsina )
a

0
s = (g 12 )

st

nicht konstant.

Beweils.

OF OF
911(7"711) = 575

cosa cosa
< sina ,| sina >
0 0

= cos®a+sin?a=1

OF OF
912(7‘7(1) = ng(T’a)_<6a’8r>

—rsina cos a
= < 7 COoSa ,| sina >
0 0

= —rsinacosa+ rcosasina =0
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OF OF
922(7361) = 94’ da

—rsina —rsina
= T Ccosa ,| rcosa
0 0

= r2cosa+r’sina = r?
[ |

Bemerkung 11.6 Die Formeln fir die 1. Fundamentalform hdngen also
von der Karte ab.

Beispiel 11.7 Fir den Zylinder
S={(z,y,2) eER®:2? +y* =1}
in Zylinderkoordinaten

cos a
F:(0,27) x R — R®, (Z) | sina
h

(9i3)i5 = < (1) (1) )

st

konstant.

Beweils.

OF OF
gll(a>h) = <8a’8a>

—sina —sina
cosa , cos a
0 0

2

= cosa+sin®a=1

_[oF oF
921 = 90’ oh

—sina 0
< cosa ,1 O >
0 1

= 0

gi12
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_ [oF oF
g22 = oL’ oh

I
/\
= o O
—_ O O
~—

Beispiel 11.8 Fiir die Kugeloberfldche

T
5% = y | Rz +yP+22—1=0
z
mit
o b cosbcosa
F:|—,=) x(0,2r) = R3, — | cosbsina
272 a .
sinb
st

(10
9=\ 0 cos?b

nicht konstant.

Bewels. Mit
OF —sinbcosa OF —cosbsina
o= —sinbsina |, D0 = cosbcosa
cosb a 0

ergibt sich

_ [oF oF
g1 = b’ b

= sin?bcos? a + sin? bsin? a + cos? b

= sin?b+ cos®b

=1
gi2 = go1 = —sinbcosa(—cosbsina) — sinbsinacosbcosa
= 0
gas = cos?bsin®a + cos?bcos’a
cos? b
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12. Senkrechtenfelder und Orientierbarkeit

Definition 12.1 a) Sei S C R? eine Fliche.
N : S — R3 ist ein Senkrechtenfeld auf S <

VpeS:N(p)LlT,S

b) Ein Senkrechtenfeld auf S heifit Einheitssenkrechtenfeld <—
Vpe S| N(p) =1

Bemerkung 12.2 Mit N ist auch -N ein Finheitssenkrechtenfeld auf S.

Beweis.
Vo e TpS : (=N(p),v) = = (N(p),v) =0

m
Definition 12.3 FEine Fliche S C R? heifit orientierbar <

Eine der beiden gleichwertigen Bedingungen ist erfillt:
a) Es gibt ein glattes Finheitssenkrechtenfeld auf S

b)Y (U F,V),(UF,V)mit VNV £0 gilt
det(f_1 oF)>0

Die Wahl der Familie heiffit Orientierung von S.
S heifst dann orientiert.

Beweis. Da (T?Ti’ g—i und %’ g—% jeweils eine Basis von 7},S sind, gilt
oF oF n oF
ou, t ouq 12 Oug
oF oF n oF
Oy 2 ouy = Ous
Wegen
DF = D(FoF 'oF)
= D(FoF Y)Y oDF
gilt

A= (ai;)ij = D(F o F7Y)
b) = a): Definiere in jedem U

OF . OF
8u1 auz
oF oF

| ‘ Ouq Ousg ‘ ‘

N:U—-Ruw—
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Wegen

OF OF
o, " ouy
oF oF oF oF
= (Clllau1 + auaug) X (<1218u1 + a225'u2>
oF oF
= GTH X 87u2 - (a11a22 — aj2a21)
oF oF

stimmen die Senkrechtenvektoren iiberein und

g x g

. 3 u u

N.S—)R,pl—)M
1 u2

ist differenzierbar.
a) = b): Sei (V;);es eine Familie von zusammenhingenden Karten, die S

iberdeckt.
Indem man ggf. g—fl, g—i’; vertauscht, gilt

OF  OF

X

N(p) = 5257 ()
H Ouq x Ousg H
Dann ist
OF  OF
FFU) = {£1}p <N(p>, %F%F>
H Ouq x Ousg H
stetig.
Da U zusammenhéangend ist, gilt
f = konstant
auf U. Wegen
OF OF OF  OF
— X — =detA- — x —
ouy Oty ¢ ouq Oug
gilt
det A >0
]

Satz 12.4 Fldchen sind im Kleinen stets orientierbar.
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Beweis. Sei (U, F,V) eine Karte von S.

Wegen RangDp-1(,)F' = 2 sind 8651 , g—fl linear unabhdngig und mit

OF OF

—_ >< —_
L ou Ous
N(p) T ” aF} 8; ”

Bul X auz

erhdlt man ein glattes Einheitssenkrechtenfeld auf SNV.
Auch -N ist ein glattes Einheitssenkrechtenfeld. m

Satz 12.5 Sei S C R? eine Fliche und N : S — 5% C R? ein Einheits-
senkrechtenfeld. Es gilt

N ist stetig <= N ist glatt

Beweis. 7<": Aus glatt folgt stetig.
7=": Es gibt eine offene Umgebung V' (u), sodaf

N = DuF<61) X DuF(ez)
oder N = —D,F(e1)x D,F(e3)

D, F(e1), D, F(es) hingen glatt von u ab und somit auch
D, F(e1) x D, F(e2)

Wenn ein stetiges Einheitssenkrechtenfeld existiert, ist es
+D,F(e1) x D, F(eq)

und somit glatt. =

Beispiel 12.6 o) Jede Fliche S, die sich mit einer Karte (U, F, V) tiberde-
cken lafst, ist orientierbar.

b) FEine Fliche, die Graph einer differenzierbaren Funktion ist, ist orien-
tierbar.

Beweis. a) Definiere als Senkrechtenfeld
OF |, OF

—_ >< —_
ou ou
N = a5 ar

dur > uz
b) Da sie mit einer Karte iiberdeckt wird. m

Satz 12.7 Laft sich eine Flache mit zwei Karten iberdecken, deren Durch-
schnitt zusammenhdngend ist, so ist die Flache orientierbar.
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Beweis. Sei p € VN V. Ist det A < 0, so vertausche 2 71 und gf und es

gilt

det A >0
Da V NV zusammenhingend ist und det A # 0 folgt

VpeVNV: detA(p) >0

.
Satz 12.8 Sei f: U C R® — R differenzierbar und D f(a) # 0 und

S=f"a)
Dann ist S orientierbar.
Beweis. Wegen

T,5 = Df(p)*
ist
_Df
A

ein glattes Einheitssenkrechtenfeld. m

Stetige Einheitssenkrechtenfelder kann, aber muss es auf einer Flache nicht
geben.

Beispiel 12.9 Das Mdobiusband ist nicht orientierbar.

Bewels. Seien

2 — ug bln71 sin uq
F:(0,2m) x (—=1,1 ( ) 2 — ug sin %-) cos uy
uQCOb—
2—u2 sm 7 cosﬂl
F:(0,27) x (—1,1) — R3, ( ) - qusm( E))Smﬂl
Uy cos (T + 4 )

Bei F fehlt uy = 0, bei F fehlt uy = 5 und F(U), F(U) iiberdecken S. Es

Vv = {F(Zi) Ly € (g%)}U{F(Z;) 2w € (0, g)}

Wegen
FloF: U— U, (up,uz) — (u1 — g,uQ> in {u1 € (g,%r)}

FloF: U— U, (up,up) — (35 +u1,u2) in {Ul € <0a g)}
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gilt

detD(FﬁloF) = det(

(1)>_1>Oin {we(F.2m)}
(11>:_1<Oin {ule(o’%)}

detD(FﬁloF) = det(

Damit ist M nicht orientierbar. m

Beispiel 12.10 a) Fiir die z,y-Ebene in R3 ist es
N =e3

b) Fir die Kugeloberfliche ist es
N =id

¢) Fiir den Zylinder S x R ist es

xr X
Ny =1y
z 0

Beweis. a)

b) Mit f =22 +y? + 22 — 1 = 0 gilt fiir p = (x,9,2)7

1
x
T,S=Df(p)- =2 vy | =2p"
z
und somit
VpeS:N(p)=np
c) Mit f = 2% +3y% —1 =0 gilt
1
x
T,S=Df(p)- =2 v
0
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13. Die zweite Fundamentalform

Die Liange von N &dndert sich nicht, sie bleibt 1.

Wenn sich N stark @ndert, muss sich also die Richtung von N stark &dndern.
Daher muss die Fliche stark gekriimmt sein.

Die Ableitung von N sollte daher eine Aussage iiber die Kriimmung der
Fliche machen.

Definition 13.1 Sei S C R3 eine orientierbare Fliche mit glattem Ein-
heitssenkrechtenfeld
N:S— 82

Dann gilt
dyN :T,S - T,5,X — d,N(X)
und
II,: T,S xT,S = R, (X,Y) — — (d,N(X),Y)

heifit zweite Fundamentalform der Fliche S im Punkt p.
Sie ist zweilinear.

Beweis. Wegen

Kugeloberfliche

/I‘N(p)S2 ]\/v(p)l

Ref T,8
gilt
dpN : 1,8 — T,S

und (d,N(X),Y) ist definiert.
Da d,N linear ist und (-, -) zweilinear ist, ist 11, zweilinear. m

Satz 13.2 Sei S C R? orientierbare Fliche. Dann gilt
VX, Y €T,S: (d,N(X),Y) = (X,d,N(Y))

Beweis.
Wihle eine Karte (U,F,V) um p und setze u := F~!(p). Die Basisvektoren
von T},5 sind
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Wegen N (p)LT,S gilt fir t € (—¢,¢)

0 = <Du+tejF<ei)7N(F(u+t€j))>
0 = (D, Pl NE G+ te,)

<jt<Du+tejF<ei>>t_o,N<F<u>>>
+(DuFlen). N+ e )

Wir bendtigen die Ableitungen von Dy ¢, F'(e;) und N(F'(u + tey)).
Fiir j =1 gilt

d d (OF
—D + F(e; t=0 = —_ - U+t61 t=0
dt u+ttey ( z)| dt 5u1( ) ‘
% Fy 9% Fy
Oulout Ou20u’ d 1
2 2 u +t
= ol i S 0 % (u+ter)— lt=0
Oulou’ Ou2ou’ dt u2
0*F3 9*F3
Ouldut  Ou2du’
%R % Fy
Oulout Ou20u’ 1
— 3*Fy 3*Fy (u)
Oulout Ou2ou’ 0
0y 0*F3
Oulout  Ou2du’
9% Fy
Oulout 2
_ 3*Fy _ ( rF )
Oulout 199,
62F3 3u 8U
Oulou?
und

iN(F(u + te1))|i=o

dt
oF BL; 1
Ju gy d (u"+1t
= d,N 2 oh -
el s 3 | Mal e
ul ou? S———
=(o)
= de(DuF(el))

Mit derselben Rechnung fiir j=2 ergibt sich

0= (G (0 Vo) )+ (X dy N (X5)
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Da man die zweiten Ableitungen vertauschen darf, gilt

2
KadpN ) = (g 0N

utOud

~ ()

— (XN (X))

Seien X = a1 X1 + a2 X0,Y = b1 X1 + b X5 € TPS beliebig.
Da d,N linear ist, gilt

(X, dpN(Y)) = D aib; (Xi,d,N(X;))
Z,j2:1
= > aibj (X;,d,N (X))

= (Y, d,N(X))
|

Satz 13.3 Sei S C R? eine Fliche undp € S und (U,F,V) eine Karte und
u = F~1(p). g,h,w seien die Matrizen, die die erste und zweite Funda-
mentalform und —d,N beschreiben bzgl. der Basis D, F(e1), D, F(e2) von
T,S. Dann ist g umkehrbar und es gilt

h=w-g
Beweis.
gij(u) = (DyuF(ei), DuF'(e5))
hz](u) = Ilp(DuF(ei)aDuF(ej))

= (=dpN(DuF(ei)), DuF(e;))
Die Matrixkoeffizienten fiir —d, N seien wf, d.h.

2

—d,N (D, F(e;)) = > wk(u)DyF(er)
k=1
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Das ergibt,
hij(u) = (=dpN(DyF(e;)), DuF(e;))

wy (u) (DuF (ex), DuF (e))

B

k=1
2
= wy (u) g (u)
k=1
- wi  w g1 g12
wy w3 921 g22 ij
h = w-g

Da

ist g eins zu eins:

gu=0 = vlgv=0
= v=0

Damit ist g umkehrbar. m
Beispiel 13.4 a) Fiir die Kugeloberfliche S? ist N(p) = p und
dpN = Id

b) Fir die z,y-Ebene ist N = e, und

d,N=0
Beweis. a) Da N = id, folgt

dpN =1id
b) Da N = e, =konstant ist

dpN =0
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14. Kriimmung

Definition 14.1 Sei S C R? eine orientierbare Fliche mit Einheitssenk-
rechtenfeld N. Sei c: (—e,e) — S Kurve mit Geschwindigkeit 1. Die Senk-
rechtenkrimmung k, von S im Punkt p in Richtung ¢(0) ist

k1 = (¢(0), N(p)) = { IS(O) (O N ) }CZ:: ,’iﬁﬁi ig

Insbesondere gilt

|k1| < k(0)
Beweis.
kil = [(€(0),N(p))|
< (e N
=1
= k(0)
|

k1 1aft sich direkt mit 11, berechnen.

Satz 14.2 Sei S C R? eine orientierbare Fliche mit Einheitssenkrechten-
feld N mit zweiter Fundamentalform IT undp € S. Seic: (—e,e) — S eine
Kurve mit Geschwindigkeit 1 und ¢(0) = p. Dann gilt

ki = 11(e(0),(0))
und k| hdngt nicht von der Wahl der Kurve ab.

Beweis. Da c in S verlduft, gilt
vVt € (—g,e) 1 (N(c(t)),¢(t)) =0

Ableiten ergibt
0 = (N(c(t)), c(t)) le=0

Jleco, c'<o>> N (), E)—o)

: )
N(¢(0)),¢(0)) + ko
I, (¢(0),¢(0)) + k1

d
d—N(c(t
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Bemerkung 14.3 a) Bei Orientierungswechsel der Kurve andert sich k|
nicht.

b) Bei einem Orientierungswechsel der Fliche N(p) — —N(p) dndert k.
das Vorzeichen.

Beweis. a)
b)

Definition 14.4 Die Eigenwerte ki und ko von d,N heiffen Hauptkrim-
mungen an S im Punkt p.

Die FEigenvektoren heiffen Hauptkrimmaungsrichtungen.
Man wdhlt: k1 < ko

Beweis. Da fiir d,N : T,,S — T,,S gilt

VXY : (d,N(X),Y) =(X,d,N(Y))
gibt es eine senkrechte Basis mit Linge 1 X, X2 € T,,S aus Eigenvektoren.
]
Wir haben die alte Basis D, F'(e1), D, F'(e2) von T,S nun durch eine neue
senkrechte Basis mit Lange 1 ersetzt.
Satz 14.5 Die Hauptkrimmungen sind nur bis auf das Vorzeichen definiert
Beweis. Fiir N(p) — —N(p) gilt

dp(=N)(p) — —d,N(p)

und somit

Die Eigenvektoren bleiben jedoch gleich. m

Mit den Hauptkriimmungen 14ft sich die Senkrechtenkriimmung ldngs einer
gegebenen Richtung aus 7,5 berechnen.

Satz 14.6 Fir X = X cosa+Xgsina € T),S gilt fiir die Senkrechtenkrim-
mung
k| =kicos®a+ kysina

und k1 und ko sind Minimum und Maximum aller Senkrechtenkrimmungs-
werte von S in p
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Beweis. Sei X € T,,S mit || X [|2= 1. Wegen (X7, X2) = 0 gilt

X = (X, X1) X5+ (X, X5) X
= cosa- X1 +sina- Xy
dyN(X) = kicosaX;+ kesinaXs

Das ergibt

= (k1 cosaXi + ko sinaXsy, cosaXy + sinaXs)

(X1, X2)=0 kycos? a + kqsin®a

= ky 4 (kg — k1) sin?a = k.
Wegen ko — k1 > 0 wird das minimal fiir sin?a = 0 und maximal fiir
sinfa=1. m

Definition 14.7 a) Sei S C R? orientierte Fliche und p € S.
Die Gaufkrimmung von S in p ist

K(p) = kiks = det(d,N)
b) Die mittlere Krimmung von S in p ist
kit ke
2

Satz 14.8 a) Die Gaufkrimmung ist auch fir nicht-orientierbare Fldchen
definiert.

b) Die mittlere Krimmung dndert das Vorzeichen bei Orientierungswechsel
der Fliche.

¢) Das mittlere Kriimmungsfeld

H(p)

1
= §Spu7"(d,,N)

H=H-N

dndert bei Orientierungswechsel sein Vorzeichen nicht und ist auch auf nicht
orientierbaren Flichen definiert.

Beweis. a)
det(d,,(fN)) = (7](11)(7]{52) = k1k2 = det(de)

b)
_ —k1 + (—k2)

Spur(dy(~N)) .

= —Spur(d,N)

_ —k1 + (—k2) N — ki + ko

H(-N) ey = P

N =H(N)
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Beispiel 14.9 a) Fiir die xy-Ebene in R? gilt
ki = ko=0
K = H=0

und jede Richtung ist Hauptkrimmungsrichtung.
b) Fir die Kugeloberfliche gilt

ki = ko=1
K = H=1
und jede Richtung ist Houptkrimmungsrichtung.

Beweis. a) Da d,N =0 gilt k; = k2 = 0 und es gibt nur einen Eigenraum.
Daher ist jede Richtung Hauptkriimmungsrichtung.

K = kikp=0
ki + K
H = %:0

b) Da

(10
de:Zd—<01>

gilt k1 = ko = 1 und es gibt nur einen Eigenraum. Daher ist jede Richtung
Hauptkriimmungsrichtung.

K = Kkky=1
k k
H - %:1

Beispiel 14.10 (Zylinder)

" cost
F:RXR—>R3,( ) — | sint
z z
Die Hauptkrimmungsrichtungen sind
X1 = (0,0, 1) ZU kl =0
Xy = (—sintg,costp,0) zu ke =1
und es gilt
1 0
" = (o 0)
K =0
o= L
2



Bewels.

oF
5% = (—sintg, cos tg, 0)
OF
= (0,0,1
or (0,0,1)
—sinty
N = costy X
0

0 costy
0 = sin to
1 0

Fiir die Berechnung von d, N benétigen wir zwei Kurven.

cos(t + to)
c:(—g,e) = S,;t— | sin(t+to)
z
gilt
costy —sintgy
c(0) = | sinty | =p, ¢0) = cos g
z 0
Fiir
cos(tp)
c:(—e,e) = St | sin(to)
z+t
gilt
cos ty 0
c(0) = sinty | =p, ¢0) = 0
z 1
Mit
costy cos tg
N | sintyg = | sintg
z 0
ergibt sich
—sinty —sinty cos(t + to)
W, | costg = —d,N | costg = f%N sin(t + o)
0 0 z t=0
d cos(t + to) —sintg
= —— | sin(t+to) = | costy
at \ 0
t=0
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d
Wyl O = —d,N| 0O :_EN sin tg
1 1 z+t i—o
d cos ty 0
0 =0 0
Es folgt
. 1 0
W= < ! 0)
ki = 0
ke = 1
1
K = H=-
2
[

Beispiel 14.11 Die Sattelfliche
S={(z,y,2) eR®: 2 = y* —2?}
ist der Graph der Funktion
9:R* =R, (z,y) —y> —2°
und es gilt

ki = -2
ke = 2

Beweis. S = f~1(0) fiir

FiRS SR, (2,y,2) o 2 — y? + a2

a
T 2x
Df{ vy |=| —2v
z 1

erhalten wir ein Einheitssenkrechtenfeld durch

2x
D 1
N(z,y,2) = Di@yz) 5,

I Df(@,y,2) | 1) VAR a2 11
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Sei p = 0 € R3. Wegen

0
Ny=| 0
1
ist
1 0
Xi=| 0 |, Xo= 1
0 0

eine senkrechte Basis mit Linge 1 von 7,,5. Fiir die Kurve

t
c:R—=S8t— | 0

gilt ¢(0) = p und

2t
LNX) = GNEO)o= 5 ( 0 )1 _

d.h. Wp(Xl) = —2X1 und kl = -2.

Fiir
0
c:R—=St— | t
t2

gilt ¢(0) = p und
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AN (X2) = jtmc(t)nt_o:jt(

d.h. WP(XQ) = 2X2 und ]CQ =2.
Somit gilt in p =0 € R3

H(p) = 0
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15. Naherung 2.0rdnung von Flachen

Definition 15.1 f € O(|| u ||?) <

3 Umgebung U(0) 3¢ € R Yu € U(0) : ’ ||f15u|)3

Satz 15.2 Sei S C R3 Fliche und p € S und X1, Xy senkrechte Basis mit
Liinge 1 von T),S. Sei N glattes Einheilssenkrechtenfeld auf S definiert in
einer Umgebung von p, sodaf$ (X1, Xa, N(p)) positiv orientierte, senkrechte
Basis mit Linge 1 von R® sind

Dann gibt es (U, F,V) von S um p sodafl

F(0,0) = pund (0,00 €U
VZ,j = 1,2 : g”((),O) = 51‘3'
0g;;
Vi k=1,2" ai’i 0,00 = 0
2
1 .
Flu)—p = u'X;+u*Xo+ 3 Z hi;(0,0)u*w N (u)
ij=1
+O([[ u [I*)

Beweis. Sei (Uy, F1, V1) Karte von S um p.
a) Sei xg € Uy sodafs Fy(xo) = p.
Mit
Vo=W
U2 = U1 — X
F:Us — VonS z— Fi(x+ xo)

ist (Ua, F3, V) Karte von S um p mit (0,0) € Us und F5(0,0) =p
b) Seien Y7,Y; € R? sodaf

Vj=1,2: DoF(Y;) = X;

Sei
A:R* 5 R%e; Y fiir j = 1,2
Mit
Vi = W
Us = A NUy)
F; = F,0A
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gllt fir (Ug,Fg,‘/g) nun F3(O) =p und

OF;
ou’

(0,0) Do,0)F3(e:)
Dg,0y(Fz 0 A)e;
(D(OVO)FQ (e} A)ei

D,0)F2(Y;) = X;

d.h.

(Fy) = [9Bs ) 98s
9ij (07 0) - < ou’ (Oa 0)7 ol (07 O)

= (X, X;)

¢) Entwickle F3 um (0,0)

OF; | 0F; , 1~ 0°Fy
B0 o) =p = G0+ e 5 2. gy OO O v )

)=

1< O?F
_ 1 2 i 7 3
= Xt Y o (0.0, ) ) N )

4,j=1

2
1 ../ 9?F
Ly < 5 (o,o>7xk>xk+0<v||3>

Neynll OviovI
1 ./ 0°F;
= (1} +5”Zv ]<avi8w(0’0)’X1>) X,
s 1 ) O°F
+ (v +§”z::11; J <an8v7 (0,0),X2>) X
1 &, ) 0°Fy \
+§i;1v v <W,6Uj (0,0),N(p)> N(p)+O(]| v |]?)
Fiir
G USHRQ’(v:)H v:+%Zz,j_lzﬂ:vﬂ:éazzggj(o,m,xli
07+ 30 o V'V (50557 (0,0), Xo
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gilt

G(0,0) = (8)
0

0
s = (39)

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene U}(0, 0) und U(0,0) mit U} C Us sodaf
G:U;—U

umkehrbar und G, G~ differenzierbar sind.

Verkleinern mittels V3 C V3 und Einschréinken Fy = F3|y; ergibt (Us, F3, V3).

Setze

F = Pgo(;_l
Vo= Vi

d) (U,F,V) hat die Eigenschaft: i)
F(070) - Fé(Gil(Ovo)) = Fé(0,0) = F3(070) =D

iv) Mit

2
1 . ./ O?F
k._ k i 3
ut =0t g E vv3<avi6Uj(0,0),Xk>

4,j=1

folgt

2 2
= § {v +5 E R B 07 (0,0), X ) p X&

2
1 ;] O%Fs
L i) 3
#3300 (2 0.0.86)) 0l )

i,7=1
2 1 2
i g1 (F
= D urXt 5 Y R (0,0N () + O] v )
k=1 4,j=1

wobel

2
(F3) _ 0" Fy
hij = <a’uia’l)j’NOF3>
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die Komponente der zweiten Fundamentalform bzgl. (Us, F3, V3) ist.

Wegen
G(0,0) — (8)
10
Do = (0 1)
ist
G710,0) = (8)
_ 1 0
D@ = <0 1)
und somit
o= W+ O u )
O(vl?) = O(lul?
Das ergibt

F(u17u2) -D

2 2
. 1 o
= D uhXit 5 Y (i +O(] w )R (0,0)N (p) + O] u [1°)
k=1

ij=1

2 2
1 i i1 (F
= ) WX+ 3 > wlul b (0,0)N (p) + O(| u |[*)
k=1 tj=1

Ableiten ergibt
OF
F _
hzy(ovo) - <8u18uﬂ' (07O>7N(p)>

= (WP0,0Nm), N)

— ()

= h;;*°(0,0)
ii) und iii): Wegen iv) gilt

OF
ou?

2
(w) = Xi+ ) hir(0,00u*N(p) + O(| u ||?)
k=1
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Ausmultiplizieren ergibt
2
9ij(u) = <Xz' + > har(0,00u" N (p) + O(]| u ||*),

k=1

X+ Y ha(0,0)u' N(p) + O(|| u |2)>

=1

= (Xi, Xj) + Zhik(0,0)uk (N(p), X;)

2
=1 -0
= i +O(| ul)

Satz 15.3 a) Fir K(p) > 0 ist S ndherungsweise parabolisch.

b) Fiir K(p) <0 ist S niherungsweise Sattelfliche

¢) Fir K(p) = 0, K # 0 ist S niherungsweise Zylinderfliche iber einer
Parabel

d) Fir K(p) = 0 ist S ndherungsweise die Tangentialebene.

Beweis. a) h;; hat 2 positive oder zwei negative Eigenwerte.
b) h;; hat einen positiven und einen negativen Eigenwert.

c) det h;; = 0, aber h;; hat einen Eigenwert # 0.

d) VZ,]:172 h”:O ]

Satz 15.4 Sei ) # S C R3 kompakte Fliche. Dann besitzt S einen Punkt
mit K(p)>0

Beweis. a) Da S kompakt ist, ist S beschrinkt. Sei

Ry := inf{R:SC B(0,R)}
= inf ; : <
REI[%,OO){Vf €S| z|2< R}

Dann gilt

VR>RoVzeS:|z|25R
= VeeS:|z|25Ro

= SC B(O,RQ)
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Da S kompakt ist und dB(0, Ry) abgeschlossen ist, gilt
3z € S,y € 0B(0, Ro) : d(x,y) = dist(S, S*(Ry))

Annahme: d(z,y) > 0. Dann gilt

SCB (O,Ro - ;d(x,y))

im Widerspruch zur Minimalitit von Ry.
b) Sei p € SN S?(Ry). Es gilt

1,8 = T,S*(Ry)
Annahme nicht: Wegen
Tp52 (RO) = pL
gilt
X €T,S: (X,p)#0

Ohne Einschrinkung gilt (X, p) > 0, wechsle ggf. zu -X.
Sei ¢: (—¢g,e) — S eine Kurve mit

c0) = p
¢(0) = X
Reihenentwicklung liefert
c(t) = p+Xt+r(t)
lim @ = 0
t—oo t
Fe@®1* = lpl*+2(p,X)t+7(t)
= RE+2(p, X)t+r(t)
N——
>0
und somit 2 o
t —
TR — 5 5, x) + 000
ist fur kleine t positiv.
| e(t) [> Ro
Aber aus S C B(0, Ry) folgt
| e(t) [I< Ro
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Ein Widerspruch.

c) Sei X € T,,S und E = Lin(N(p), X). Wegen S C B(0, Ry) liegt SN E
immer im Inneren der Kreislinie S?(Ry) N E und beriihrt § in p.

Sei ¢(t) eine Kurve mit Geschwindigkeit 1 und ¢(0) = p, X = ¢(0).

Wegen ¢(0) = —Rg - N(p) liefert Reihenentwicklung

1
ct) = p+tX+ 5t%(o) +7(t)
lim @ = 0
t—0 t2
Da T,S = T,5?(Ry) gilt
¢(0)LX Lp

und

e ? = (e(t),e(t))
<p +tX + %tQé(O) +r(t),p+tX + %tzé(O) + T(t)>

(p,p) +1* (p,&(0)) + (p, 7(t))
SN~ N——
:RS —Rok 1

2 (X, X) 42t (X, r(8)) + t‘% (#0), &(0))
——
=1

+t2 (£(0),7(t)) + <r(t),p +tX + %t%(o) + r(t)>

und fiir lim,,_, o t, = 0 gilt

|| e(tn) H2 _R(%

0 < t%
= —(RokyL—1)+Db,
limb, = 0
1
ki > —
1 = RO
K > 0
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16. Innere Geometrie von Flachen

Definition 16.1 Seien S;, Sy C R® Flichen.
a) Ein glattes f : S1 — S2 heifit lokal senkrecht <—-

Vp e Si: D,f ist senkrecht.

b) S1 und Ss heifien lokal senkrecht <—
1.)Vp € 51 3 offene Uy (p) C S1,Us C Sy 3 senkrechtes f: Uy — Us
2.)Vq € Sy 3 offene Ujy(q) C S2,U; C Sy 3 senkrechtes f : Uy — Uy

Satz 16.2 Sei [ : 51 — Sy eine (lokal) senkrechie Abbildung. Dann gilt
a) f~1: Sy — Sy ist eine (lokal) senkrechte Abbildung.

b) S1 und Ss sind lokal senkrecht.

¢) Senkrecht und lokal senkrecht sind Gleichwertigkeitsbeziehungen.

Beweis. a) D, f ist senkrecht <= D, f~! = (D,f)~! ist senkrecht.
b) f:S81 — Sy und f~': Sy — S sind senkrecht.
c¢) Da id senkrecht ist, gilt

Sp~ 51

Da df ~! senkrecht ist, gilt
Sp~ S = Sy~ 5
Da f; o fy senkrecht ist, gilt
Sy ~ S2,89 ~ S3 =51 ~ 53

Alles was innerhalb der Fliche gemessen werden kann, z.B. die Linge von

Kurven oder der Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren hingt von
() |T,5%T,5 ab.

Gibt es eine lokale senkrechte Abbildung, so ist der Winkel zwischen den
Bildvektoren derselbe wie zwischen den urspriinglichen Tangentialvektoren.
Kleine U C S; konnen deshalb von ihrem senkrechten Bild f(U) C S5 nicht

unterschieden werden.

Definition 16.3 Fs : S — R heifit eine Grifle der inneren Geometrie

<= Sie dndert sich nicht unter lokal senkrechten Abbildungen:
V lokale senkrechte Abbildung f : S1 — So gilt

FS1 :FSQOf

Satz 16.4 Die mittlere Krimmung ist keine Grife der inneren Geometrie.

Somit sind die Hauptkriimmungen keine Grifie der inneren Geometrie.
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Beweis. Fiir eine lokal senkrechte Abbildung miisste gelten

HEbene = HZylindeT o f

Wegen
HEbene = 0
1
HZylinder = 5
folgt
f=0

Aber das ist keine senkrechte Abbildung. m

Bemerkung 16.5 a) Das Differential einer lokal senkrechten Abbildung
hat maximalen Rang.
b) Zwei Flichen kénnen lokal senkrecht sein, ohne global senkrecht zu sein.

Beweis. a) f ist lokal senkrecht <=

10
i - (31)
RangD,f =

[\)

b) Sei S; = R? x {0} die xy-Ebene, Sy = S x R die Zylinderfliche. Dann
ist

x cosw
f:5 =5, v | — | sinz
0 Y

eine lokale senkrechte Abbildung. Wegen

—sint 0
cost 0
0 1

D,f =

—sint 0

D,fTD,f = <asmt cost ) cost
0
1

sin 7‘+c052t >
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sind S1, Sy lokal senkrecht.
Aber f ist nicht eins zu eins.

t+ 27 cos(t + 2m)
! z = [ sin(t+27)
0 z
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17. Christoffelsymbole

Definition 17.1 Sei (U,F,V) eine Karte von S.
a) Die zweiten Ableitungen von F lassen sich in der Basis g—fl, 60714;7
darstellen durch

0%F 3

outoul (u) = Cij ul

(u) + C? oF

i3 gz (W) + i (WN(F (u))

mit der Matriz der zweiten Fundamentalform (hi;)q;.
b) Fiir die Cf; : U — R gilt
k _ ik

Beweis. a) Im Beweis zu
VX,Y € T,5: (d,N(X),Y) = (X,d,N(Y))

haben wir gezeigt

2
0= (5o (01 N9) ) = (Xi, =0, N(X,)

d.h.
2
(g NG} = (X ~d,N(X,)
= hy

b) Da die Ableitungen vertauschen gilt

T R N G A
U\ Quidus ) \Quidui) 9
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18. Vektorfelder und kovariante Ableitung
Satz 18.1 Fir allep € S ist

prp :R? = 1,8, X — X — (X,N(p)) - N(p)
linear.

Beweis. Wegen

T
= 0
gilt
prr,s(X) € T,8
und mit
pr(X4+aY) = X+dadY — (X +aY,N(p)) N(p)
= X—(X,N(p)N(p) +a(Y —(Y,N(p)) N(p))
= prX+a-prY

ist pr linear. m

Definition 18.2 Sei S C R® eine Fliche.
a) Das Tangentialbiindel von S ist

TS ={(p,X):pe S, X eT,S}
b) Eine Abbildung
v:8—TS,p— (p,v(p))

heifst Vektorfeld.
¢) Das Vektorfeld v heifit differenzierbar <~

In einer Darstellung v = Zle a; (p)%(p) sind alle a;(p) differenzierbar.
d) Sei c: I — S stetig. Ein Vektorfeld auf S ldngs c ist eine Abbildung

vil =Rt o(t) € TopyS
Die Ableitung eines Vektorfeldes

d
%U:I—HRS

liegt eventuell nicht mehr in 7},5. Deshalb definieren wir
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Definition 18.3 Seiv: I — R3 ein differenzierbares Vektorfeld an S lings
c. Dann heifit das Vektorfeld lings ¢

\Y .
prik I— pL€JSTpS,t = preg (0(t))

die kovariante Ableitung von v.
Beweis. Wegen prr, ,,s(X) € Te(1)S ist %v ein Vektorfeld lings c. m

Satz 18.4 Sei S C R3 Fliche, ¢ : I — S Kurve und f : I — R differen-
zierbar. Seien v,w Vektorfelder an S lings c.
Dann sind v+ aw und f-v Vektorfelder an S lings ¢ und es gilt

a) %(v +aw)(t) = %v(t) + a%w(t)
B = f0u) + o)

O gt 0= (o) + (o0, Fuw)

Sei h:J — I umkehrbar und h,h~' € C*. Dann gilt

A\ . Vo
%(UOh)—hEOh

Beweis. a) Da T, ;S ein Vektorraum ist, gilt
(v+aw)(t) = v(t)+aw(t) € Tew)S
(fo)t) = [f(t)-v(t) € TowyS
~
€R

a) Da pr punktweise linear ist, gilt

Lwotaw)) = pr(Svtas
pr dtv aw = pr dtv adtw

b)

rr (i(m) = pr (df o fH



vINlw d7w

- a)" <U’ dt>

= % (v, w)
d)

(voh) L woh)
o = —_— 0]
dt"" Pr\aet’
dv dh
= pr ((dt o h) . dt)

]
Definition 18.5 a) Sei S C R? eine Fliche, v ein Vektorfeld auf S und
wp € Tp,S.

Die kovariante Ableitung von v in Richtung w, ist

Vi, v = 22: ( ch ) aF

jk=1
Fiir jede Kurve c: (—e,e) — S mit ¢(0) = w, setze
Va0 =~ (v00)(0)

Damit gilt

= > (d’“(C(t)) +) Cf;(C(t))ai(C(t))éj(t)) %(C(t))

k=1 ij=1

b) Sie ist nur abhdangig von der ersten Fundamentalform.
¢) Sind v,w zwei Vektorfelder auf S, so erhalten wir ein Vektorfeld Vv
durch

va(p) = vw(p)v(p)
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Beweis. a) Sei (U, F,V) eine Karte der Fliche S C R® und ¢: I — S eine
Kurve mit ¢(I) C V und

2
IR S d () 251. (c(t))

i=1

ein glattes Vektorfeld an S ldngs c, d.h.
I 5 vnS S Uer TS

F11F
U
Wegen
d OF d (0 _
&aui(c(t)) = = (auiFoF 10Foc>
S A (F~' o Foc(t))
- > auiauJ(F 10Foc)(t)< 5 )J
2. 9°F
= Suigu (1) -¢i(t)
j=1
d 2.0
Fet) = 3 g
_ 2. da j
— > 5o
gilt
v
S (voc)t)
e 2 OF 2 O2F
2 PI'T, s (Z Q' () 5 (c(t)) + > a*(t) 5 555 (c(t)) g(t)>
i=1 i,j=1
2 2 2
N(e(®)LTewy S i oF i . & oF
= ;a i () + g::la (t) &(}2 ; Cij(c() 57 (c(t))
N L oF
- X (;Z > c;;@(t))w(t)) Wl S (e(0)
7,k=1 i=1

Da nur p = ¢(0) und w; = é(0) auftreten, héngt
d

\Y
vé(o)’u : TpS — TpS, %Ch:o = %’U o C|t:0
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nicht von der Wahl der Kurve ¢ ab.
b) Die kovariante Ableitung héngt nur von der ersten Fundamentalform ab,
da nur C{“? eingehen. m

Bemerkung 18.6 ¢&(t) ist die Geschwindigkeit eines Punktes.
%é(t) ist die tangentiale Komponente der Beschleunigung, d.h. die Be-

schleunigung innerhalb der Fldiche.

Erweitere den Begriff zu einem kovarianten Differential eines Vektorfeldes
lings der Flache F : U — S

Satz 18.7 Sei S eine Fliche, by, by € R und v, vy, vo, w, wy, wy Vektorfelder
auf S und sei f: S — R glatt. Dann gilt
a) Linearitdt

V(biv1 +bova) = b1 Vyv1 + b2Vy,00
Vb1w1+b2w27} = b1vw1’l} + b2vw2U
b)
Vit = Vv
Vu(fv) = Df(w)v+ fVyv

D((v1, v2))(w)

(Vwv1,v2) + (v1, Vyyv2)

Beweis. a)

Vo (b1ve + bava)

Il
‘Mw

8([)1@{@ + b2v2 oF
(a Z (rol +bard) Jwg g

2
w3 Gy ) o
j, k=1

s
2 2
ovk F
s ( N )
7,k=1
= blv’wvl + bQVwUQ
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und

2 2
ov* ; . OF
Vorwibows ¥ = Z (8’(1] ch l) (blw{ + wa%)W
Gk=1 i=1
2 2
ok i oF
§k=1 i=1
2 2
o* ; OF
Gok=1 i=1
= blvwlv + bgv v
b)
& aF
Vfw’U = Z ( Z Ok Z)
3.k
2 F
- 13 (e s
g k=1
= fVuv
und
\Y%
2 ((f0) 0 limo
R —— (dtw) o ) o
= DIt s (Df(¢)-v+ f- Dve)
= Df(w) v+ fVyuv
und
D (v1(w), va(w))
= (Dvi(w), v2(w)) + (vi(w), Dvz(w))

d d
= (s g0t )+ (n(w)prn s iz o0w)
= <vwv1a 'U2> + <’01, vwv2>

]
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19. Der Kriimmungstensor

Wenn man V,,z nach v kovariant ableitet, treten auch Ableitungen von w
nach v auf. Diese zieht man wieder ab.

Definition 19.1 Die zweite kovariante Ableitung von z nach v und
w 15t

v%uwz = vv(vwz) - Vvvwz
Sei (U,F,V) eine Karte der Fliche S und v,w,z Vektorfelder auf S. In der

oF
Basis NG gilt
aQZ'm

(V2.,2)" = 505" viw’ +ZCZL3 (v wk + vFw?)
©j ijk
ozm ..
k i
- Z i gk ouk "’ w’
ijk
ocn o
+§J; < o+ Zl:(c;yc,ij cpcl )) viwd 2

Bemerkung 19.2 Damit ist zweite kovariante Ableitung eine Grifie der
inneren Geometrie.

Es treten keine Ableitungen von (v, v?) oder (w', w?) auf.

Da nur die Koeffizienten von v,w eingehen, lafit sich das zweite kovariante
Differential von z definieren als

V22 TS x TS — TS, (vp, wp) — (vzz;,wz)(p)
wobei v und w beliebige Vektorfelder auf S sind mitv(p) = vy, w(p) = wyp.

Beweis. Fir k£ = 1,2 gilt
02k -
k l k i
= El —aulw + Eij Ciiz"w’

Sei ¢ := V2. Fir a = 1,2 gilt

2 2
a a m 8qa m a
(Vo(Vw2)* = (Vu@)"= > v ( S +Zcbmqb>
m=1 b=1
2 2
2 0 0
4=V Z maum aiw + Clew
i,0=1



Fiir r := V,w gilt

(Vo,w?)"

Damit gilt

(vi,wz)a =

Die mit A, B markierten Terme mit Ableitungen von vP, wP heben sich weg.
Damit hingt V3 ,z in p € S nur von v(p), w(p) und der Ableitung von z in

Z 92z, . 922 ow' |
auloum " T gul oum
————

A
aCcs . 07" - Ow'
i, 0 a l a i m
—|—E 2w +C—w +Cjz'—— | v
0 oum L Hym w7 Gum
ilm ——
B
2 2
02" ,
l b i, a ,m
+ E <8ulw + g Chz'w | Cy v
lbm=1 i=1
922 Huw™ @ .
- ' = g ———Cmwiy!
um Ou! um™ *
TN et mil
A
2
ow .
lrva b a i,1.b
- E WU Cme - § C('l Obmw vz
DM e s M =1
B

p bis zur Ordnung 2 ab. m

Die zweite kovariante Ableitung hingt ab von der Reihenfolge in der dif-
ferenziert wird. Der Kriimmungstensor misst den Unterschied, der bei Ver-

tauschung der Ableitungen auftritt.

Definition 19.3 Sei S eine Fliche und p € S,vp,w, € 1,5 und z ein

Vektorfeld auf S.

R(vp, wp)z := V2 w,Z \% v, 2
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heifst Kriimmungstensor. Sei (U, F,V) eine Karte, p = F(ug) und

N LRSI XY

Dann gilt
2
oF
R(vp, wp)z = Z Réjk-(“O)'U w2 kaul( %)
ijkl=1
mit
ock, oo,

l l m
Rz]k out - oud + Z(sz ik — C Okz)
und R ist eine Grifie der inneren Geometrie.

Beweis. Wegen

k k
Cij = Cji
O*ak 0%k
ouidul  Ouidu?
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gilt
(R(vp, wp)z)m

- Zauza vaﬂJrZC]?a—vw +Z ”8’“ o

ijk ijk
A B C
sy | 25 e, - cpcy | twts
ijk ijk T
D
hyi
amaw ZCZ? Ouk gy oy a w
ijk ijk
A B C
oz™m . . ocT: o
+Y Ch——w') =Y | =L+ > (G Cly — Ol | wiel 2"
J li 7
ijk Out ijk Out 1 T
D
m
= 80’” —— Lyt 2P — —ack.j wivd 2F
— Qui ‘' Qu’
ijk ijk
+ZCZ”C,€JU w! 2F — ZC’lTCka vk
ijkl ijkl
. ocT ocm
_ Q.7 K kj k m m
= ZU wez ( out 5-ujl +Z(Cli Crj — Cii Cli)
ijk l
= ZRéjkviwjzk
ijk

Die Ausdriicke, die Ableitungen in z enthalten, sind mit A-D markiert.
Sie sind symmetrisch in v, und w, und heben sich weg. m

Satz 19.4 Sei
R, :T,S xT,S x T,8 — T,5, (vp, wp, 2p) — R(vp, wp)z

a) R ist linear in jedem Argument.
b) R ist schiefsymmetrisch in den ersten beiden Argumenten

Ry (vp, wp)zp = —Rp(wp, vp)2p

c)
R(v,v)z2=0
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Beweis. a)

2 OF
R(vp, wp)z = Z Réjk(uo)v w’z ka (u®)

1
ijkl=1 v
ist linear in v, w, z.
b) Wegen
act . act. .
R7lijl<: = 8’UJij - aul;L—’_Z(Crlnz jk Cl Ckz)
m
ocy, _ 9C, -
- (S-S seen- et
= Rjzk
gilt
OF
R, (vp,wp)zy, = Z R”,~€ (uo)v'w? 2 k@ul (u®)
ijkl=1
oF
= - Z Rﬂk Ug v]wzzkﬁ(uo)
ijkl=1 u

= —Ry(wp,vp)zp

R(w,v)z = —R(v,v)z
2R(v,v)z = 0

Satz 19.5 Sei S C R? eine orientierte Fliche undp € S.
Firv,w € T,S gilt mit W(v) = —d,N(v)

R(v,w)z = IT(w, 2)W (v) — II(v, 2) W (w)

Beweis. Fiir eine Karte (U, F, V) gilt

ZC’k aF -NoF

8u18uﬂ i Quk
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Ableiten nach ! liefert

_OF
outOutous
oCE OF O*F O s A(N o F)
= YW CF Y. NoF +hjj———2
Z ( Oul Juk +C5 Oulduk + oul o F + hij B
oCy; OF OF .
= 2’; ( 3uzj Dk + Czkj %: CZZW + Senkrechtenanteil
+ Senkrechtenanteil + h;; DN (gFl>
u

oCy; - .\ OF _
; ( 3uzj + zkchjclk — hijw; ) Jum + Senkrechtenanteil

Da man die Ableitung nach u?, u! vertauschen darf, gilt

0 — FF - PF
ouloutous  Outduloud
ocr  oC . . . .
= 2 ( g o + D _(CHCR = CHCR) = hijwi™ + )] )
m k
F
87 + Senkrechtenanteil
ou™
m m my OF .
= Z(Rlij — hijw™ + hyjw; )W + Senkrechtenanteil
Das ergibt
iy — hijwi” + hygwi® =0
Rij = hjpw; — hiw)
und mit
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folgt

w OF
R — kS
(v,w)z Z Rjkvw P 5l
ijkl=1
2

. OF
= Z (hjrwi — hikwé)vzuﬂzkm
ijkl=1 u

2
= Zzwv— 11(v, z) Zwuﬂaul
(v

7,l=1
= 1w, 2)W(v) — I(v, 2)W (w)
|

Satz 19.6 Sei S eine Fliche, p € S und v,w,x,y € T,,S. Dann gilt

(R(v,w)z,y) = (R(z,y)v,w)
(Rv,w)z,y) = —(R(v,w)y,z)
R(v,w)x + R(z,v)w+ R(w,z)v = 0

Beweis. a) Da die 2. Fundamentalform symmetrisch ist, gilt

(R(v, w)z,y)
= {I(w,2)W(v) — I1(v,z)W (w),y)
= Il(w,z)[I(v,y) — [I(v,z)]I(w,y)
= Il(y,v)I[I(zx,w) — II(z,v)]I(y,w)
= ((y,v)W(z) — I(z,v)W(y),w)

(R(z,y)v, w)
b)

(R(v,w)z,y) = (R(z,y)v,w)
= (=R(y,z)v,w)
= —(R(v,w)y,z)

c)
R(v,w)r + R(z,v)w + R(w, x)v
= Il (w,2)W(v) — II(v,2)W(w) + IT(v,w)W(z) — II(x,w)W(v)
+II(z,0)W(w) — IT(w,v)W ()
= 0
[
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Satz 19.7 Seip € S und v,w eine senkrechte Basis mit Linge 1 von T,S.
Dann gilt
K(p) = (Rp(v,w)w, v)

d.h. die Gaufkrimmung ist eine Grofle der inneren Geomtrie.

Beweis.
(R(v,w)w,v)
= (II(w,w)W(v) = II(v,w)W(w),v)
= Il (w,w) - II(v,v) — II(v,w)II(w,v)
= (=dpN(w),w) (=dpN(v),v) = (=dpN(v), w) (=d,N(v),w)
= det(—d,N)
= K
|

Satz 19.8 Sei S Fldiche, p € S. Fiir alle v,w,z € T,,S gilt
R(v,w)x = K(p)({w,z) v — (v, ) w)
Beweis. a) Sei V ein Vektorraum mit dim V' = 2 und

f:V xVxV xV — R vierlinear mit
Vl = f(v,w,m,y)z—f(w,v,x,y)
,f('U,'lU,lE,y) = _f(vvwayvx)

Wegen
f(U,U,U,UJ) = _f(U,U,U,UJ)
2f(u,u,v,w) = 0
f('I.L,U,’U.),U)) = —f(U,U,w,’lU)
2f(u,v,w,w) = 0
gilt in der Basis e1,e3 von V
f(U,’lU,l‘7y) = ’Ulw2f(€1,€2,$,y)+U2w1f(€2,617$,y)

= (v1w2 — v2w1)f(61, €2, ,Y)
(v'w? —v*w") (@'Y’ fle1, e2,e1,e2) + %y' f(e1, €2, €2, €1))

(v'w?® — v (a'y? — 2?y") f(er, ez, €1, €2)

und Vj ist ein eindimensionaler Vektorraum.
b) Sei eq, ez senkrechte Basis mit Lange 1 von T),S. Fur

fl(v,w,x,y) = <R(’U7w)x7y>
f2(v7w,x,y) = —K(p)(<w7:p> <U7y> - <’U7:L‘> <w7y>)
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gilt

Ji,f2e€W
Wegen
fi(er,e2,e1,e2) = K(p) = fa(er, e2,€1,¢€2)
gilt
1= /2
[

Da sich die Gaufkriimmung und der Kriimmungstensor auseinander berech-
nen lassen, haben sie dieselbe Information tiber die Flache.

Die Gaufische Kriimmung K(u) hingt nicht von den Koeffizienten der zwei-
ten Fundamentalform ab, wie man es vermuten wiirde, sondern von den
Koeffizienten der ersten Fundamentalform und ihrer Ableitung.

Fiir die mittlere Kriimmung ist das falsch (ihr Vorzeichen &ndert sich bei
orientierungsumkehrender Bewegung).
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20. Anfangswertprobleme

Definition 20.1 Sei U C R? offen. Fiir ein stetiges

U =R, (2,y) = f(z,y)

heifst

y' = flz,y)
eine Differentialgleichung 1. Ordnung.
Eine differenzierbare Funktion

g:ICR—R
heifit Losung der Differentialgleichung <~
a) Graph(g) = {(z,g9(z)) e IxR} CU
b)  Vzel: g(z)=f(z,9(x))

Die Funktion g durchlduft also R so, dafs ihre Steigung immer die Gleichung
g (x) = f(z,g(x)) erfiillt. Die Definition geht auch im n-Dimensionalen:

Definition 20.2 Sei G C R x R" offen. Fiir eine stetige Funktion
f:GCRXR" - R" (z,y) — f(z,y)
heifit ' = f(z,y), d.h.
y1 = filz,y)

y;], = fn(x7y)

ein System von Differentialgleichungen 1.0rdnung.
Ein differenzierbares
g: I CR—R"

heifit Losung der Differentialgleichung <~
a)  Graph(g) ={(z,y) e I xR" :y =g(z)} CU
b)  Vxel:g'(z)=f(z,9(x))

Definition 20.3 Sei U C R x R" offen.
a) f: U C RxR" — R" heifit Lipschitz stetig in U mit Lipschitz-
Konstante L > 0 <—

V(z,y), (z,2) €U || flz,y) = f(@,2) [S Ly —=|

b) f:U CRXxR™ — R" heifit lokal Lipschitz stetig <
Y(a,b) € U 3 offenes V(a,b) CU : f:V — R™ ist Lipschitz stetig.
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Satz 20.4 Seien g, h: (zg, o + a] — R differenzierbar mit
1.) Vz € (xo,x0 +¢€]: g(x) < h(z)
2.) V€ (xg,m0+a]: ¢ (x)— f(z,9(x)) < h'(z) — f(z,h(z))
Dann gilt
Vo € (zg,x0 + a] : g(z) < h(x)
Beweis. a) Annahme nicht, d.h.
1 € (zo, 20 +a] 1 g(x) > h(zx)

Wegen 1.) gilt 21 > ¢.
Wihle x; minimal. Mit der Stetigkeit von g gilt

Jz1 € (zo,x0 + a] Vo € (xo,21] 1 g(z) < h(z)
g(x1) = h(z1)

Fiir e > § > 0 folgt

g(z1) — g(z1 —0) - h(z1) — h(z1 = 9)
1) 1)
i 9(@1) — g(z1 —9) i P1) — Alz1 = 9)
510 0 510 1)
g'(x1) > W(x)

v

im Widerspruch zu

g'(x1) = g'(x1) —f(z1,9(x1)) + f(21,9(21))
=0

2 W) - S b)) + fo g(r1))

=h(z1)
= KW(x1)—f(z1,h(z1)) + f(z1, h(21))

=0

= h(x1)

d.h.
YV € (20, z0 +al : g(x) < h(x)
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Satz 20.5 Ist g: J — R" differenzierbar in xq, so gilt

Il g(z) || st in zo stetig

lgp fnf, lsn sup (=) | _}Qg(xo =W <) g/(ao) |
Insbesondere existieren die einseitigen Ableitungen
=l g'@) =l g(=) <l ¢'(2) |
Beweis. Da || - || stetig ist, gilt
‘ [ g(zo) | — Il g(xo £ h) || ’ < Hg(%) —g(zo£h) H
h - h
hrﬁfoup’m;?fonf [ g(zo) | *lllg(wo + h) ‘ < g |

]
Satz 20.6 Sei J beliebiges Intervall, xg € J und f Lipschitz stetig in D mit
Lipschitzkonstante L. Seiw : J — R™ eine Lisung, z : J — R™ eine Ndihe-

rungslosung des Anfangswertproblems und b,d € R, Graph(y), Graph(z) C
D sodafs

| 2(z0) —u(zo) [| < b
VeedJ: | () flz,2)]| < d

Dann gilt
d
Ve e J: || u(z) — z(x) ||< bexp(L(x — x9)) + Z(exp(L(x —1xp)) — 1)
Beweis. a) Sei

r(x) =bexp(L(z — x0)) + %(exp(L(:r —x0)) — 1)

r'(z) = bLexp(L(z —x0)) + %Lexp(L(m —20))

= L (bexp(L(m —x0)) + %L exp(L(z — xo))) +d
Lr(z)+d
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ist r die eindeutige Lésung von

Veed: r'(z) = Lr(zx)+d
r(zg) = b
b) Wegen
LG - G- Eh |
h—0 h
< @) =y (@) |
= |1 2(2) = flz,2) + f(2,2) = f(z,9) |
< @) = fl@2) |+ | f@,2) = fa,y) |
oA+ L)z-y]
gilt
r'(z) — Lr(z) = d
> |lz—yll” () = L | 2(z) — y(@) |
Wegen

r(wo) = b > 2(x0) — y(zo) |
und da y, z stetig in xg sind, gilt
de > 0 V(wo, w0 +¢] < 2(2) —y() < r(x)
Wir haben gerade gezeigt, dass dann mit f(x, g(z)) = Lg(x) folgt
VeelJ:[lylx)—z(z) | < r(x)
= bexp(L(x —x0)) + g(eXp(L(Jc —x9))— 1)

L
]

Satz 20.7 (stetige Abhingigkeit der Losung)
Sei J C R ein kompaktes Intervall und oy € J und

VeedJ:u(x) = flz,ulx))
u(zg) = wup

Sei
Sa=A{(z,y) 1z € J,y € B(u(x),a)}
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Wihle a > 0 sodaf$ f : S, — R™ stetig und Lipschitz stetig ist.
Sei g: S, — R" stetig und

V(z,y) € Sa:ll g(z,y) — flw,y) || < 0
20 —uo || < 9

Dann gilt: Ve > 0 36 > 0 sodafs die Losungen z(x) des gestirten Anfangs-
wertproblems

)
z(xg) = 2o
auf ganz J ezistieren und
| 2(z) —u(z) |< e
D.h. die Losung u(x) hingt stetig vom Anfangswert und von f ab.
Beweis. Solange z(x) in S, verlduft, d.h. (z, z(z)) € S, gilt

| 2(z0) —ulwo) [| = | 20 —uo (<0
I (x) = f (2, 2(2)) | I 9(z,2(2)) = f(z,2(x)) [|< 6
Mit b = d = ¢ folgt

0
lu(@) = 2(z) | < dexp(L(z — o)) + 7 (exp(L(z — 20)) —1)
Da exp stetig ist, wahle § > 0 so klein, dass

Vo€ J: | u(@) — () ||<

NS

Solange z(z) in S, verlauft, d.h.
[ u(z) - 2(z) [[< a

gilt also
a
| u(z) - 2(2) 1< 5

Somit kann z(z) S, nicht verlassen. Damit gilt

Ve e J: || u(x) — 2(x) [|< dexp(L(x — xg)) + %(exp(L(x —x0))— 1)

Da J kompakt ist, ist exp(L(x — x¢)) auf J beschrinkt.
Wiahlt man 6§ klein genug, gilt

Ve e J: ||ulz) —z(x) ||[<e
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21. Parallelverschiebung

So wie man einen Vektor in der Ebene verschiebt, wollen wir Vektoren auf
Fléchen verschieben.

Definition 21.1 Sei S Fliche und ¢ : I — S Kurve.

Ein Vektorfeld v : I — R3 lings c heifit parallel <~

Vv
Viel: —v=0
S dtv

Beweis. Sei h: J — I umkehrbar und ¢ = c o h. Wegen
VieJ: h(t) #0

gilt
. \Y
v ist parallel <<= Vtel: av =0
.V
— VteJ: h(t)—vohzo
—~ dt
#0
<= woh ist parallel
]

Satz 21.2 (Existenz und Eindeutigkeit des parallelen Vektorfeldes)
Sei S Fliche und c: I — S glatte Kurve mit to € I,vg € T,;)S.
Dann existiert ein eindeutiges paralleles Vektorfeld v ldngs ¢ mit

v (to) = Vo

Die Abbildung
Pe i Te(10)S = Te(4,)5,vo = v(t1)

heifst Parallelverschiebung ldngs c.

Beweis. 1. Fall: Sei (U,F,V) eine Karte mit ¢(I) C V. Wegen

U
P F
I 5 v
sei
o) = Yo ()
k
c(t) = FoF loc(t)



Dann gilt

\Y

—v=0

dt"

2 4
—  a"t)+ ;1 ij(c(t))al(t)%cj(t) =0 fiir k=1,2
Das ist ein System von 2 linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir
k

a”.

Da es linear ist, existiert die Lésung auf ganz I.
Da es 1. Ordnung ist, geniigt es den Anfangswert vorzugeben,
2. Fall: Da I kompakt ist und c stetig, ist ¢(I) kompakt. Wegen

chclJvins
jeJ

gibt es (Ul,Fl,Vl), ceey (Un,Fn,Vn) mit
cnclJvins
j=1

Auf den nicht-leeren Durchschnitten ist es eindeutig. m
Satz 21.3 a) Seien X(t), Y(t) parallele Vektorfelder lings c(t). Dann gilt

d

SX(),Y (1) =0

b)
P.liic: TS — Tepy)Ss Xo — X ()
ist linear, umkehrbar und erhdlt das Skalarprodukt.

Beweis. a) Wegen

d VX VY
S~ —~—
=0 =0

= 0

gilt
(X(t),Y(t)) = konstant

b) linear: Seien vg, wo € Te(1,)S und v, w die parallelen Vektorfelder langs
¢ mit v(tg) = vo, w(tg) = wp. Seien a,b € R und

z(t) := av(t) + bw(t)
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Wegen
\Y \Y

\
ﬁzfaﬁv—l—b%wfo

ist z parallel lings ¢ und wegen

2(to) = avg+ buwyg
P.(avy + buwy) z(to)
av(to) + bw(to)
= aPe(vo) + bPe(wo)

ist P, lincar. m
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22. Geodaten

In der Ebene ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten die Gerade.
Auf Fléchen sind es die Geodéten.

Definition 22.1 Sei S Fldche und I ein Intervall.
Eine Kurve ¢ : I — S heiffit Geoddte <—

\Y%
tel:—¢(t) =
Yt € dtc() 0

Geoddten haben konstante Geschwindigkeit
(¢(t), ¢(t)) = konstant
Wir betrachten nur Geoddten mit
(e(t), ét)) = a #0

Beweis. Sei ¢ Geodate. Wegen

ist
(¢(t),e(t)) = konstant
[

Satz 22.2 Seic: I — S glatt.

c ist Geoddte <= ¢ ist parallel

Beweis.
cist Geodite 2L %é =0
g ¢ ist parallel
]

Bestimme die lokale Gleichung, die eine Geodite in einer Karte (U, h) bei
c(to) erfillt.
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Satz 22.3 FEiner Kurve c: I — U entspricht eine Kurve
c: I —TUtw (c(t),c(t))
Es qilt

¢ ist Geoddte
\Y

— 0= —¢
dt©

Py, dx; dz; 0

—= 0= cF 22| —

Zk: dt? +%: Yodt dt oxk

A’z i dz; dx;

1< < ) . = — W PR

= Vi<k<n: 0= +%:c”dt dt
= dog _
dt = Yk

. dyx, k
Vi<k<n: ﬁ:_zcijyiyj
0.

bzgl. der Koordinaten (x1,...,%n,y1,...,Yn) von TU, (z1,...,2z,) von U.

Satz 22.4 Vp € S3 Umgebung V(p) C S,e > 0 und eine C*°-Abbildung
F:(=2,2) x Be,(q) X Be,(0,) = S, t— F(t,q, w)

sodaf F(t,q,w) die eindeutige Geoddte von S ist, mit

F(0,qw) = ¢
F'(0,qw) = w
und
F(t,q,av) = F(at,q,v)
Die Geschwindigkeit der Geoddte lif$t also sich erhéhen, wenn man das

Intervall verkleinert, und umgekehrt.

Beweis. a) Da ij glatt ist, gilt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir das Anfangswertproblem:

d:Z?k .
a
dyy, Z k
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Je1,€2,0 > 0 und IC*°-Abbildung
F : (_57 5) X BEl (q) X BEQ(OI)) - Tth = F(t7Qav)

die
F(0,¢,v)
F'(0,q,v)
dl’k
at -k
d
Vi<k<n: % = =) Chuy;
]
erfiillt.
b) Wegen
o 50
Va € (0,00) : F(t,q,av) ist definiert auf —
definiere
)
e (<2.0) 2 Mt Flat,g,v)
a a
Dann gilt
h(0) = ¢
R'(0) = av
W) = aF'(at,q,v)

) = Vh/ (t) h/ (t)

= &V F (at,qv)

Damit ist h die Geodéte, die bei t = 0 durch ¢ verlduft mit Geschwindigkeit
av.
Mit der Eindeutigkeit folgt

h(t) = F(t,q,av) = F(at,q,v)

c)
F(t,q,v) ist definiert fiir || < 6, |v] < g1
5t 2 5
Fl|—.q v ist definiert, fur [¢| < 2, |v| < %1 _ c
2 1) 9
n
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Definition 22.5 Seip € M und TU C TM offen wie oben. Die Abbildung

exp: TU — M, (q,v) — F(1,q,v) = F <v|7q,|z|>

v
exp, : B:(0) CT,U — M,v— F(1,q,v) = F (U,q, |v|)

heift Exponentialabbildung auf U.

Satz 22.6 a) exp, exp, sind differenzierbar und

exp,(0) =
d(expy)o(v)

d(expy)o = id

b) Sei g € M. Dann ezistiert eine >0

exp, : B:(0) CTyM — M

ist umkehrbar und exp,, equ’1

Beweis. a) Da

sind differenzierbar.

F:(-2,2) x B;,(q) X B,(0,) = R

glatt ist.

exp, (0)

d(equ)o(v)

d(equ)o
b) Mit dem Umkehrsatz gilt
de>0:

|

(1,4,0)

P, t0) =

4 ((t,4,0) =0
F'(0,q,v)

vdr, M

exp, : B(0,e) — exp(B(0,¢)
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ist umkehrbar und equ_1 differenzierbar. m

gjhé’p € M Vv € T,M 3! Geodéte ¢, durch p mit ¢(0) = v.

b) Vo € T,M 3s > 0: ¢4, (1) ist definiert.

Satz 22.7 Sei S Fliche und c: I — S Geoddte mit a,b € R. Dann ist
¢: I — S;t— clat +b)

eine Geoddte.

Beweis.

Vd \
@%C(at +0b) = aac(at +b)=0
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Teil II.
Mengentheoretische
Topologie

23. Topologische Raume

Definition 23.1 Sei (X, d) Abstandsraum. U C X heifit offen <—
VeeU Je>0: B(r,e) eU

Um jeden Punkt kann man eine kleine Kugel legen, die noch ganz in U
enthalten ist.

Satz 23.2 a) Sei (X,d) ein Abstandsraum. Fir die offenen Mengen gilt
1.) 0, X sind offen
2)V1<i<n: U; sind offen = ﬂ U; ist offen
i=1

3)Viel: U; sind offen = U U; ist offen
iel

b) B(z,¢) ist offen.
Beweis. a) 1.) X ist offen:
Ve >0:B(z,e) C X
() ist offen: Da kein x in @ liegt, gilt
Ve e Ie>0: B(x,e) el

2.) Seien U; offen und z € (), U;. Da die U; offen sind, gilt

V1<i<n3Ie: Blx,g) CU;
Fiir

€:= min g
1<i<n

gilt

Vi<i<n: B(z,e) C U;

n

B(Qf,&) - m U;

i=1
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und N, U; ist offen.
3.) Seien U; offen Vi € I und x € |J;¢; U;. Dann gilt
Jjel: zel;
Da Uj offen ist, gilt
Je>0: B(z,e) CU;

Je >0: B(x,e) C UUi
iel

und (J;¢; U; ist offen.
b) Sei y € B(x,¢) beliebig. Fiir z € B(y,e — d(z,y)) gilt

d(z,x) < d(z,y)+d(y,)
< e—d(z,y) +d(z,y)

d.h.

und B(x,¢) ist offen.

Abbildung 1: B(x,¢) ist offen

Bemerkung 23.3 a) In einem Abstandsraum gilt

YV Umgebungen U(x) In € N: B (a:, le) c U(x)
Das sind abzdhlbar viele B (a:, %)
Wenn wir den punktweisen Grenzwert von Funktionen auf (0,1) beschrei-
ben wollen, miissen wir an tiberabzdhlbar vielen Punkten den Grenzwert
tberprifen:
Vr € (0,1): lim f,(z) = f(2)

n—o0
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Und dazu bendtigen wir zwangslaufig eine Verallgemeinerung des Abstandes.
b) In Abstandsraumen sind nur endliche Schnitte offener Mengen offen, z.B

18t -

B( 1) = {2}
nicht offen. Wenn man eine Verallgemeinerung des Abstandes sucht, darf
man hdchstens endliche Schnitte fordern.
¢) Die Verallgemeinerung der B (m, %) fiihrt zur Umgebungsbasis.
Die Eigenschaften offener Mengen in Abstandsrdumen benutzen wir als De-
finition der Topologie.

Definition 23.4 a) Die Teilmengen von X sind
Pot(X)={Y | Y Cc X}
b) Eine Topologie auf der Menge X ist eine Teilmenge T C Pot(X) mit
1.)0,XeT
2 UVET=UNVET

3)U;eT=|JUieT
el

¢) (X,T) heifst topologischer Raum.
d) Pot(X) ist eine Topologie.

Beweis. d)
1.) 0, X € Pot(X)
2) U,V € Pot(X) = UNV € Pot(X)
3.) U; € Pot(X) = | JU; € Pot(X)
i€l
|

Definition 23.5 Sei (X,T) topologischer Raum.
a) U C X heifst offen <—
UeT

b) A C X heifit abgeschlossen <—-
A%eT
¢) N C X heifst Umgebung von z € X —
WeT: zeUCN
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Abbildung 2: N ist Umgebung von x

d) Eine Menge von Umgebungen V(z) heifit Umgebungsbasis fir x €
X =

YV Umgebungen N(x)3V € V(z) : V(x) C N(x)
Satz 23.6

V C X ist offen <= Vist Umgebung jedes ihrer Punkte

Die offenen Mengen sind der intuitive Umgebungsbegriff, weil sie Umgebung
fiir alle ihre Punkte sind.

Beweis. “=": Sei © € V beliebig. Wegen

V ist offen
Vcv

ist V eine Umgebung von x.
“«<" Nach Voraussetzung gilt:

VeeV JoffenesU(x) CV: ze€U(x)CV

Da eine beliebige Vereinigung offener Mengen offen ist, gilt
V= U U(z) ist offen
zeV
]
Beispiel 23.7 Die Kreisscheibe mit Stiel ist in dem Abstandsraum R? eine

Umgebung von z aber nicht von y, da keine e-Kugel um y ganz in der Menge
liegt. Also ist die Kreisscheibe mit Stiel nicht offen.

Satz 23.8 Seien (A;);cr abgeschlossen.

Dann sind (;c; Ai und Uj_, A; abgeschlossen,
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Abbildung 3: Eine nicht-offene Menge

Beweis. Da A offen sind, gilt

VieI: AY ist offen = U A¢ ist offen

i€l
c
= m A= <U Af) ist abgeschlossen
iel i€l
n
Vi<i<n: AiC ist offen = ﬂ Ajc ist offen
j=1
c
n n
= U Aj = ﬂ AS ist abgeschlossen
j=1 j=1

| |
Satz 23.9 Sei Y C X. Der Abschluss von Y
Y = N A
ADY, A abgeschlossen

ist die kleinste abgeschlossene Menge, die Y enthdlt.
Hier wird der Abschluff von auflen definiert. Viel wichtiger ist spiter die
Definition von innen.

Beweis. a) Da alle A abgeschlossen sind, ist der Schnitt aller A abgeschlos-
sen, d.h. Y ist abgeschlossen.

b) Da rechts iiber alle abgeschlossenen Mengen geschnitten wird, die Y ent-
halten, ist Y die kleinste abgeschlossene Menge, die Y enthiilt. m

Satz 23.10 a) o
Y ist abgeschlossen <— Y =Y

b) FirY Cc X gilt
y €Y <= VY Umgebungen N(y): N(y)NY #0

d.h. y € Y\Y ist zwar nicht in Y, aber so nahe an Y, dafi man keine
Umgebung findet, die es von Y trennt.
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Beweis. a) “<=” Da Y abgeschlossen ist, gilt
Y =Y ist abgeschlossen

“=": Da Y abgeschlossen ist, ist Y eine der Mengen im Schnitt, d.h.

Yc|yn N Alcy
ADY,A abgeschlossen

YCcYcCY
Y=Y
b)
z€Y = ﬂ A
ADY,A abgeschlossen

V A abgeschlossen: (A DY = z € A)
V A abgeschlossen : (z € AY =Y nAC # 0)

!

Verneinung

i
S
Q

VUoffen: 2€¢U=YNU#D
VU(z)offen: UNY #£ 10
V N(z) Umgebung: NNY #0

I

Beispiel 23.11 Sei
Y ={yeR*:|yl<1}

Fin y mit || y ||a= 1 ist beliebig nahe an Y, aber nicht in Y.

Definition 23.12 Sei I eine Menge.
a) (I, <) heifit geordnet <=

1) i<i
2) i<jj<i=i=j
3.) iy <igyip <idz =iy <3

Warnung: Zwei Elemente sind nicht notwendig vergleichbar!
b) Eine geordnete Menge (I, <) heifit gerichtet <

Vi1,10 € I digeI: (’il <z und iy < ’L'g)

Es existiert immer ein gemeinsames Grifieres.
¢) Ein Netz ist eine Abbildung von einer gerichteten Menge (I, <) nach X

I — X,i—x

119



d) Ein Netz (x;);c(1,<) in einem topologischen Raum X geht gegen x € X
(Schreibweise: ©; — x) <=

YV Umgebungen N(x) Jig € I Vi >ip: z; €N

d.h. egal wie klein man die Umgebung N von x wdihlt, existiert ein iy sodafs
fir alle i > ig die x; in N sind.

Abbildung 4: Eine gerichtete Menge

Satz 23.13 Die Menge der Umgebungen von x € X ist gerichtet durch

U1§U2 <D—i§ UlDUQ

Beweis.
U000, = U<
U <U;und U, <U; = Ui DUzund Uz DU,y
= U, =0U,
Uy <Us, Uy <Us = U; DU, Uy DU;
= U; DU;
= U <Us

Da U;s := U; N Uy Umgebung von z ist und
Vi=1,2: UynNnUy CU;
gilt

Us
Us

U,
Us

(AVARYS
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Satz 23.14 Sei X ein topologischer Raum, Y C X. Dann gilt:

@)

2€Y <= I Netz (y;); inY :y; — 2

d.h.
Y = { Grenzwerte von Netzen inY }

Y sind alle Elemente, die sich beliebig genau durch Elemente aus Y ndhern
lassen bzgl. der gegebenen Topologie.
Alle Punkte aus (Y)C sind zu weit weg von Y.

b)
T, und Ty haben dieselben Netze mit einem Grenzwert < T) = Ty
¢) Fir zwei Topologien auf X gilt:
TWCTy <= Ve e XVU(zx)eTy IV(z)eTr: VCU

Beweis. a) “<": Sei (z;); ein Netz in Y mit 2; — z und U(z) eine beliebige
Umgebung von z.

Das Netz hat einen Grenzwert

= E|i0V7ZZi0:JE¢EU(Z)
=  V Umgebungen U(z): UNY #£0
<~ z€Y

“=" Wegen
z €Y <= V Umgebungen U;(z) Jy; € Y NU;

und da die Umgebungen von z eine gerichtete Menge sind, erhdlt man ein
Netz in Y mit den Umgebungen als Indexmenge 1.

Vi > i : U; C U,
= ViZiolyiEUiCUio
= Yi—z
b) Die abgeschlossenen Mengen lassen sich charakterisieren durch den Grenz-
wert von Netzen.
Durch die Komplemente sind die offenen Mengen definiert.

Damit ist die Topologie festgelegt.
c)“="Fur UeT) CTy, wihle V =U € Ts.

££¢77
UeT, = VeeU3IV,eTlr:V,CU
= U=JWVeD
zeU
]
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Definition 23.15 Die Topologie trennt die Punkte von X <—
Vo #y 3 offene U(z),V(y): Ulx)NV(y) =0
Satz 23.16 In einem Abstandsraum X trennt die Topologie die Punkte.

Beweis. Sei z # y. Annahme

e B <T d<~’;v>> 5 (y d(l;?;))

Dann gilt

d(z,y) < d(z,2)

ein Widerspruch, d.h.

Satz 23.17 Sei (X, T) topologischer Raum.
Die Topologie trennt die Punkte von X <=
Der Grenzwert von Netzen ist eindeutig:

(ri —mzundz;, —y) ==y
Beweis. “=" Annahme: x # y. Dann gilt

vV Umgebungen U(x) Jig € I Vi > ig: x; € U(x)
V Umgebungen V(y) 3iy € I Vi > i1 : 2, € V(y)

Da I gerichtet ist, gilt
dis € 1: (ig > 4o und ig > il)

d.h.
YV Umgebungen U(x), V(y) Jiag Vi > iy : z; € U(x) NV (y)

Da die Topologie die Punkte von X trennt, gilt aber

Ve #y 3U(z),V(y): Ul@)nV(y) =0
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Ein Widerspruch, d.h.

“<" Seien x,y beliebig mit

YV Umgebungen U(z),V(y) : U(z)NV(y) #0
a) Die Menge

I'={U(z)"V(y) | U(z),V(y) Umgebungen}

ist durch D gerichtet:

Uz) NV (y) > U(x) N V(y)

Ui(z) NV (y) < Us(x) N Va(y) und Us(z) N Va(y) < Up(x) N Vi(y
= Ui(z)NVi(y) D Ua(z) N Va(y) und Us(z) NVa(y) D Ur(z) N Vi(y
= Ui(z) N Vi(y) = Ua(z) N Va(y)

Ui(xz) N Vi (y) < Us(x) N Va(y) und Us(z) N Va(y) < Us(x) N Vs(y
= Ui(z)NVi(y) D Uz(x) N Va(y) und Us(z) N Va(y) D Us(z) N Vs(y
= Ui(z) N Vi(y) > Us(z) N Va(y)
= Ui(x) N Vi(y) < Us(z) N Vs(y)

und

Ui(z) N Vi(y) und Uz(x) N Va(y)
= Vi=1,2: U(x) NUs(z) NVi(y) NVa
= Vi=1,2: Ui(x) NUz(x) N Vi(y) N Va(y) > Ui(z) N Vi(y)

b) Wegen
V Umgebungen U(z),V(y) : U(z) NV (y) # 0

erhilt man ein Netz (z;);er durch
I— X, U(LU) N V(y) = Ty (z)nV (y)
Wegen

VU(z) 3U()NV(y) YU (2)NV'(y) cU@)NV(y):
zy@nvi() € U'(@) NV (y) CU@)NV(y) C U(z)

gilt
T; — X
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Wegen

VWV(y) 3U(x)NV(y) YU (x)NnV'(y)cU(x)NV(y):
Ty @)nviy) € U (@) NV (y) CUx) NV (y) C V(y)

gilt
und nach Voraussetzung

Fiir alle « # y muss also gelten
T offene U(z),V(y): Ulx)NV(y) =10
]
Beispiel 23.18 a) Sei Unt die Menge aller Unterteilungen
a=ty<...<t,=0>
des Intervalles [a,b] C R und
Unt; < Unty < Unitsy verfeinert die Unterteilung Unt,

Dann ist (Unt, <) eine gerichtete Menge, indem man die gemeinsame Un-
terteilung wahlt
L0y ety tyy e ey th

b) Sei f:]a,b] — R stetig. Dann ist

s:{Unt} =R, (a=to,....tn =b) > Y f(t:)(t; —ti1)

ein Netz und es gilt
b
SUnt —>/ f(t)dt

Beweis.
Unty verfeinert Unt; = Unty < Unt;
und
Unt; < Unty und Unty < Unity

= Unty verfeinert Unt; und Unt; verfeinert Unto
= Unt, = Unty
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und

Unt1 S Untg,Untg S Untg

Unty verfeinert Unty, Unts verfeinert Untq

oy

Unts verfeinert Unitq
Unt1 S U’I’Ltg

4

Sei

to, ..., t, die Unterteilung von Unt;

to, - - -t die Unterteilung von Unts
Fiir die gemeinsame Unterteilung

Unty UUnty :=to, ... tnyth, ... L

n’!

gilt
Vi=1,2: Unty UUnty verfeinert Unt;
d.h.
UntiUUntys > Unt
UntiuUnty > Untsy

Schon in der Einfilhrung haben wir gezeigt

b
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24. Stetigkeit

In der Einfiihrung haben wir gezeigt:
Satz 24.1 Seien X,Y Abstandsrdume.

f: X =Y ust stetiginz € X
<— Ve>030>0: f(B(z,9)) C B(f(x),e)

und
fist stetig <= YU CY offen : f~1(U) ist offen

Stetig in x heifit: egal wie klein die Umgebung N von f(x) ist, die nichsten
an x werden von f dorthin abgebildet.

Deshalb definiert man:

Definition 24.2 Seien X,Y topologische Riume.
a) f: X =Y heifit stetig inx € X

<= VYV Umgebungen N(f(x)) 3 Umgebung U(z) : f(U(x)) C N
< YV Umgebungen N(f(x)): f~'(N) ist Umgebung von z

b) f heifit stetig

< Vre X: fiststetiginz
— YUCY offen : f1(U) ist offen

Beweis. a) “<™
F7H(N) ist Umgebung von x

= Joffenes U(x): U(x) C f~H(N)
= Joffenes U(z): f(U(z)) C N

3 Umgebung U(z) : f(U(x)) C N
= Joffenes V(z) CU(z): f(V(z)) C N
= Joffenes V(x): V(x) C fH(N)
= f~}(N) ist Umgebung von z
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b) “<”: Sei x € X beliebig und N eine Umgebung von f(x).

N ist Umgebung von f(x)

= Joffenes U(f(z)): U(f(x)) C N
e f7HU) ist offen
= wzef'(U)C fTHN)
=  f7Y(N) ist Umgebung von x
2 f ist stetig in x
“:>77:
U ist offen = VyeU: U ist Ungebung von y
= Vf(z) € U:U ist Ungebung von f(x)
Y Vf(z) € U: f~1(U) ist Umgebung von x
= Vze f~1U): f1(U) ist Umgebung von x
frier f7H(U) ist offen
|

Satz 24.3 Seien U offen und f stetig. Dann ist f(U) nicht notwendig offen.

Beweis. R ist offen und
f R>Rzx—5

ist stetig, aber
f(R) = {5}

ist nicht offen. m

Satz 24.4 Seien X,Y topologische Riume und z € X. Dann gilt
f:X =Y ist stetig in 2z <= (v; — z= f(z;) — f(2))

Beweis. “=":

N ist Umgebung von z

Ftetig f7H(N) ist eine Umgebung von z
TEF Jig Vi > g2 € fHN)

= JigVi>ig: f(zi) €N

= flx) — f(2)
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“«<": Annahme: f ist nicht stetig in z, d.h.

3 Umgebung N(f(z)) : f~ (N (z)) ist keine Umgebung von z
= ~(Joffenes U(z): U(z) C f1(N))

= Voffene U(z): U(z)Nf~ ( )C£D
= ze€ fYN)

Daher gilt
3 Netz (x;); in f7HN)Y 1 2, — 2
= [flz:) = f(2)
= V Umgebung N(f(2)) Jip Vi >ig: f(x;) € N(f(2))
= I; € f_1<N)
d.h.

zi€ fTHN)ONFTHN) =0
ein Widerspruch, d.h. f ist stetig. m
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25. Die Produkttopologie

Definition 25.1 Sei M C Pot(X). Die von M erzeugte Topologie ist
die kleinste Topologie, die M enthilt

T(M) = N T;
T; Topologie, MCT;

- {U ﬁ M. mit My, € M,n; GN}U{X,Q]}

i€l k=1

Es kann geschehen, dass
T = Pot(X)

Beweis. a) Der Schnitt ist nicht leer, da Pot(X) eine Topologie ist.
Vi:0,X €T, = 0.Xe(\T=T

ABeT = Vi: A,BeT;
Titopglogie vy Aq B e T,
= AﬂBEﬂTi:T-

AjET = VZAJET‘Z

T; Topologi .
WS | A e
jeJ
= UAjEﬂTi:T
jeJ i

Sie ist, die kleinste Topologie, die M enthilt, da iiber alle solchen Topologien
geschnitten wird.
b) 1.) T ist eine Topologie: (}, X € T nach Definition.

m 5 m i
N(U N ) = UNNw)er
J=1 \4;€lk;;=1 i;el \Jj=1k;=1
Tij N
U UﬂM’fz‘ = UU ﬂJkaj eT
je€J \ij€lkj=1 jeJizel \kj=1

2.) T ist die kleinste Topologie, die M enthélt:
Jede Topologie T', die M enthalt, enthilt endliche Schnitte der M, und
beliebige Vereingungen davon, also T C T’. ®
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Beispiel 25.2 (Produkttopologie) Seien X,Y topologische Raume.

Suche die kleinste Topologie auf X XY, die alle U XV mitU € Tx,V € Ty
enthdlt. Diese ist

Txuy = {U(Uz- x Vi) | Ui € Tx, Vi eTy}

i€l

Beweis. Wegen

XxY,0x0peT

(UlXVl)m(UQX‘/Q) = (U1:U2)X(V1:‘/§)€T
(U(Uﬁd@)) U (U(UiXVi)> = ( U (UiXVz')) eT
i€l e ielUJ

ist T'x xy eine Topologie. Wegen

(U x Vi) = (ﬂ Uk> X (ﬂ Vk>
k=1 k=1 k=1
—_— Y
c€Tx €Ty
entfallen die endlichen Schnitte in der Definition, Vereinigungen sind nicht
von der Form U; x V; (siche Abbildung). m

Abbildung 5: Produkttopologie
Satz 25.3

N C X xY ist Ungebung von (x,y)
<= 3 Umgebungen U(x),V(y): UxV CN.
Beweis. “=": Sei N Umgebung von (x,y). Dann gilt
3 offene U;, V; : (z,y) € U(UZ xV;)CN

el
= digel: (x,y) €U, xV,, CN
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und U,,, V;, sind offene Umgebungen von x,y.

LL¢77:
U(z),V (y) sind Umgebungen
[ Uo(z) cU(x)
= Joffene Uy(z), Vo(y) : { Voly) € V(y)
= Up(z) x Vy(y) ist offen
und wegen

(z,y) € Uo(x) x Vo(y) C N

ist N Umgebung von (x,y). m

Satz 25.4 Seien X,Y, Z topologische Rdume.
f: X XY — Z ist stetig in (z,y) —

YV Umgebungen N(f(z,y))3 Umgebungen U(x),V(y): f(UXxV)CN

Beweis.

<Dé§

<~

f: X xY — Z ist stetig in (z,y)

v Umgebungen N von f(z,y) : f~'(N) Umg. von (z,y)

vV Umgebungen N von f(z,y) 3 offene U(x),V (y) :
UxVcf(N)

vV Umgebungen N von f(z,y) 3 offene U(x),V(y): f(UXxV)C N

Satz 25.5 Seien X,Y topologische Riume mit x; — x,y; — y.

a) Durch

(i,5) < (', 5) BL (i < und j < )

ist I x J gerichtet.
b) Fiir das Netz (x4,y;) 5 erxs ouf X x Y mit der Produkttopologie gilt

(xi,Y5)ig — (7,y) <= (v; »z und y; — y)

Beweis. a) 1.) Wegen ¢ < 1,5 < j gilt

(i,4) < (i,7)

2.) Sei (i1, 1) < (i2,j2) und (iz, j2) < (i1, 71). Nach Definition gilt

11 <ip und j; < jo und i <i4p und jo < gy

131



Da I,J gerichtet sind, gilt
iy = g und j; = jo
(i, 51) = (i2,J2)
3.) Sei (i1,71) < (i2,72) und (i2,j2) < (i3, j3). Nach Definition gilt
11 < i und j; < jo und i < i3 und j» < 53
Da I,J gerichtet sind, gilt

i3 und j1 S j3
(i3,73)

11 <
(ilajl) S
Seien (i1,71), (i2, j2) beliebig. Da I J gerichtet sind, gilt

iz, j3 1 iy <z und iy < iz und j; < j3 und jo < js

und somit
V1<k<2: (i, jk) < (i3,73)

b) “=": Wihle Umgebungen U(z), V(y). Dann gilt

Uo(x) cU

3 offene Uy(z), Vo(y) : { Voly) CV

Uo(x) x Vp(y) ist offen
Wegen (x;,9;)i,; — (z,y) gilt

(i, jo) V(i,5) > (io, Jo) : (x4, ;) € Ug X Vo
= FigVi>ig: x; € Up CU(x) und Fjo V5 > jo 1 y; € Vo C V(2)

“< Sei N Umgebung von (x,y). Dann gilt
Joffene U(z),V(y): UxV C N
Wegen z; — x,y; — y gilt

YU (x) Jig Vi > i : x; € U(x)

YV (y) 3jo Vi > jo : yj € V(y)

I(io, Jo) Vi > io Vj > jo : (ziyy;) €U XV

30, jo) V(4,5) = (io,jo) : (zi,y;) €U x V.C N

U
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Satz 25.6 f: X XY — Z ist stetig <~

(i =z und y; —y) = [(i,y;)i; — f(z,9)

Beweis.
f: X XY — Z ist stetig
= (ri—zundy; —y= flzi,y)i; — f(2,y))
[ |
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26. Mengenlehre
Definition 26.1 a) (I, <) heif$t teilgeordnet <—-

1) Viel:igi
2.) (i<jundj<k)=i<k

b) FEine teilgeordnete Menge heifit linear geordnet <—
3) Vi,j€Il: (i<j oderj<i oderi=j)
c) 0 # K C I heifst eine Kette in I <
(K, <) ist linear geordnet
d) a € I ist obere Schranke von ) # J C I <
VieJ: i<a
e) Sei) £ J CI.aé€J heifft marimales Element von J <
VieJ: adi
Satz 26.2 Sei I # (). Ist (I, <) teilgeordnet mit
Jede Kette in I hat eine obere Schranke

so gilt
I hat ein mazimales Element

Wenn wir diesen "Satz” in der Mengenlehre fordern, bleibt das Axiomensys-
tem widerspruchsfrei und wir kénnen die folgenden Aussagen beweisen:

Jeder Vektorraum hat ein maximal linear unabhingiges System

Es gibt maximale Filter, das Produkt kompakter Rdume ist kompakt
Ein stetiges f : G C X — K l&ft sich fortsetzen zu stetigem f: X — K
Jeder Hilbertraum hat eine maximale senkrechte Familie der Lange 1
Es gibt maximale Ideale

Beispiel 26.3 Jeder Vektorraum V hat ein maximal linear unabhdngiges
System. Dieses heifst Basis.

Beweis. Sei
F ={v; : i € J,v; linear unabhingig}
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(vi)ies, < (Vi)ies, == {vizi€ i} G {vi i€ Jo}

1.) VJ :{vi:ieJy={v;:ieJ}
2.) ({vizie iy G{virie oy und {v; 2i € Jo} G {w; 2i € J3})
= {virie i} G{vi i€ Js}

gilt
L) VJ:(vi)ies £ (Vi)ies
2)  ((vi)ies, < (vi)ies, und (vi)ies, < (vi)iess) = (Vi)ies, < (Vi)ie,

und F ist teilgeordnet.
Sei Fy C F eine Kette, d.h. es gilt

3~)VJ17 Ja: ((vi)iGJl < (Ui)iEJg oder (Ui)ieJl > (Ui)ieJ2 oder (Ui)iEJl = (vi)i€J2)

Betrachte
U {v; : i € Jg,v; linear unabhéngig}
Jp€F1
Dann gilt
Vi,... Uy € U {v; : i € Ji,v; linear unabhingig}
Jr€F1

= Fki,...,ky: vy €{v; 1 i € Ji,;,v; linear unabhéngig}

= V1,5 Un € {V 11 € Jmax {ky,... .k} Vi linear unabhéngig}

= v1,...,0, linear unabhingig

Damit ist J; cp {vi : @ € Jg,v; linear unabhéingig} eine obere Schranke
von Fj.
Da die Kette beliebig war, existiert ein maximales Element in F. m
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27. Filter

Definition 27.1 a) Seien U(z) die Umgebungen von 1.
b) F C Pot(X) heifit Filter <—

1) XeF 0¢F

2) Fi,lheF=>FNkKkeF

3) FEF,FFOF=TF €F
¢) Seien F1,Fo Filter auf X.

Fy heifst fetner als Fo <— F; D Fs
d) Ein Filter F auf X heifft mazimal <—
FOoOG=F=G

d.h. es gibt keinen Filter ouf X, der echt feiner ist als F.

Bemerkung 27.2 1.) Es soll immer ein Element y in F' € F sein, das
gegen © gehen kann. Deshalb wird die leere Menge ausgeschlossen.

X € F sorgt dafiir, dass ein Filter immer definiert ist.

2.) Wie bei der Topologie werden nur endliche Schnitte zugelassen.

3.) Alle grofieren Mengen sollen zum Filter gehéren, das passt zur Vorstel-
lung von Umgebungen.

Beispiel 27.3 U(x) ist ein Filter auf X. Er heifst Umgebungsfilter von
z.

Beweis. 1.) Da X offen und z € X gilt
X ist Umgebung von =

Wegen z & () gilt
() ist keine Umgebung von x

2.) Seien N7, No Umgebungen von x, d.h.

Joffene U;: x € U; C N;
= xe€UNUyC N NN
~——

offen

= N; N Ny ist Umgebung von x
3.) Da N Umgebung von x ist, gilt

JoffeneU: x e UCN
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Fiir N D N gilt
xeUCNCN'

d.h. N’ ist eine Umgebung von x. =

Definition 27.4 () # B C F mit ) ¢ B heifit Filterbasis fiir den Filter F
=
VFeFidBeB:BCF

Satz 27.5 Eine Menge ) # B C Pot(X) mit ) & B ist Filterbasis fiir einen
Filter F &
VB1,B, € BdB3 € B: B3 C B1N By

Beweis. " =" Wegen
B,BoeBCF
= DBiNBeF

Wihle B3 = Bl QBQ.
" & Setze
F={FcX|3BeB: BCF}

Sei F' D F. Wegen

B0 = XeF
)¢ B = DgF
F,F,eF ! 3B; C F;
Filtgaasis dBs;eB: B3 C B NByCFINF,
Def FINF,eF
BCF = BCFcCF
= F'cF

ist F ein Filter. Da
VFeFdBeB: BCF

ist B Filterbasis von F. m

Satz 27.6 a) Jeder Filter F ist in einem mazimalen Filter enthalten.
b) F ist mazimaler Filter auf X <

VAC X: AE€F oder A €F
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Beweis. a) Betrachte die Menge der Filter auf X, die echt feiner sind als F
H= {Fz : Fi Filter, Fl 2 F}

mit

F; < Fj — F; ; Fj
Wegen
d.h.

1)  Viel: F, ¢TF,
2)  (F; <F; und F; < Fy) = (F; < Fy)

ist H teilgeordnet.
Sei H; C H eine Kette, d.h. es gilt

3.) Vi,jel: F; <F; oder F; > F; oder F; =TF;

Betrachte
U
F;eH1
1)
viel: 0¢F;, = 0¢ |J F
F,eHy
Viel: XeF, = Xe |JF
F,€eHy

2.) Seien F, G € Uy, c g, Fi- Dann gilt
Fi: FelF,;und 35: G €F;

o
A
<

Y  FGeF,

BT paG ey

= FNGe U F;
F,eHy

3.) Seien F' € Ug, ey, Fi und F' O F. Dann gilt

diel: Fel;
Fltr 3, ¢71: F €T,
= Fe |JF
F,eH,
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Damit ist UFL cr, Fi ein Filter und eine obere Schranke von der Kette Hi.
Da H; eine beliebige Kette war, existiert ein maximales Element G.
Annahme: Es existiert ein Filter H mit H 2 G. Dann gilt

H € H
H > G

im Widerspruch zur Maximalitdt von G in H.
Damit ist G maximaler Filter.
b) “=": Sei A C X beliebig. Annahme:

dJFielF: FiCA
und dF, € F: FQCAC

Dann folgt
FinNky = 0eF

ein Widerspruch, d.h. es gilt

Entweder VE, eF: FiNAS £0
oder VE, eF: Fob,NnA#D

Ohne Einschrinkung gelte
VEeF: FNA#(

d.h. A # (. Betrachte
B:={FNA:FecF}
2.) Seien Fi, F5 € F. Wegen
X NA=AeB = B#(
<~

eF
VEEF: FNA#0) = 0¢B

und
(FAFNANFNA) =(FiNF)NAeB
———
€F
ist B Filter-Basis fiir einen Filter G.
3.) Wegen
VEelF: ANFCF
gilt

GDOF
F 111a:x>imal G=TF
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und
A=XNAeG=F

“<” Annahme: G ist echt feiner als F, d.h.

1G1 € G \ F
Nach Voraussetzung gilt
GY € FcG
0 GiNGS eG

ein Widerspruch. Damit ist F maximaler Filter. m

Definition 27.7 a) Ein Filter F geht gegen x € X (Schreibweise: F —
) =
F D U(x)
Dann heifit x ein Grenzwert von F.
b) x € X heifst Beriihrungspunkt des Filters F <

VU€eU@)VFeF:FNU#0

Satz 27.8 B
ﬂ F = { Beriithrungspunkte von F }
FEF
Beweis.
x ist Beriihrungspunkt von F
24 WU eU@) VFeF:FNU £
Kl ypeFizeF
= ze(F
FEF
|

Satz 27.9 Ein Punkt x € X ist Berihrungspunkt eines Filters F <—
IG:GDOF und G — =z
Beweis. “=" Betrachte

B={FNU:FecFUecU(x)}
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Wegen

XN X =X = B#0

N =~

€F €U(x)
VUeU@)VFeF:FNU#0 = 0¢B

und
(Ul ﬂFl) N (U2 ﬂFg) = (U1 N U2) Q(Fl ﬂFg) eB
N—— N—— N—— N——
€B €B €U(z) €F

ist B eine Basis fiir einen Filter G. Wegen

VFeF: F=XNFeBcG

gilt
GDOF
Wegen
Ul)=Ux)NnXeBCG
gilt
Uz) ¢ G
G — =z

“<" Wegen F C G und G — z gilt
VF eFVU € U(z): F,U(z) € G
und da G ein Filter ist
VEeFVU € U(x): FNU(z) # 0

Damit ist « Berithrungspunkt. m

Satz 27.10 Sei ) # A C X.
a) Fir den Filter
F={FCX:ACF}
gilt B
A = Beriihrungspunkte des Filters F

b)
r€A = (AG: AcG und G — )

Die abgeschlossenen Mengen und damit die Topologie lassen sich mit Filtern
beschreiben.
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Beweis. a) Wegen

ACcX = XeF
A#£D = 0O¢F
FWEFeF = ACFHNFK
U N S )
FFo>FeF = AcCF
X prew
ist I ein Filter. Nach Definition des Abschlusses ist
A= Y
YDA

Damit ist

NF
FeF
= {Beriihrungspunkte von F}
b) ?=": Da x Beriithrungspunkt von F ist, gilt:
3G: GOFund G— =z

Wegen A € F gilt
dG: AcGund G -z

e
AcG B F_(FCcX:ACF}CG
= x ist Bertihrungspunkt von F
4 se?
]

142



Definition 27.11 Sei F ein Filter auf X und f: X — Y.
Sei f(IF) der Filter auf Y, der

B={f(F): FeF}
als Basis hat. Er heifit Bildfilter oder Bild von F unter f.

Beweis. Wegen

F(X)eB = B#(
VgF = 0¢B
FNEB#A0 = JxeFNF
= f(z) € f(FiNFy) = f(F1) N f(F2)

ist B eine Filterbasis. m

Satz 27.12 Seien X,Y topologische Riume und A C X. Dann gilt:
f: X —>Yiststetigine e X < VF:(F—z= f(F)— f(z))

Filter beschreiben die Stetigkeit genau wie Netze es tun.

Beweis. “=":

V ist Umgebung von f(x)

W e V@) : f(U) C V(@)

V(f(x)) € f(F)

U(f(z)) C f(F)
= f(F) = f(x)
“<” Setze F = U(z). Dann gilt

f stetig
=
U(z)CF,Bildfilter
=

V beliebig
=

F—zx
= U(f(z)) C f(F)
= V Umgebungen V(f(x)): V(f(z)) € f(U(x))

Deﬁnitionzv;)n f(U(x)) JU e U(:E) : f(U) c V(f(l‘))

Definition 27.13 Seien (X;,T;)ics topologische Riume, f; : X — X; Ab-
bildungen.

T=T (U{fil(Ui) | Ui € Tz‘}>
iel

heifit die von den f; erzeugte Topologie.

Alle f; sind stetig bzgl dieser Topologie.
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Bewels.

Def

U, ey = f'U)eT
=

(2

fi ist stetig
]

Satz 27.14 Seien (X;);cr topologische Riaume, T die von den f; : X — X;
erzeugte Topologie und sei F ein Filter auf X. Dann gilt:

FozeXseViel: fi(F)— fi(x)

Bewels. “="

F— ol 5t fi(F) — fi(z)
o
fi(F) — fi(z) = U(fi(z)) C fi(F)
Da f;(F) Basis von f;(FF) ist, gilt:
VU(fi(x)) 3F; € F = fi(F3) C U(fi(x))
VU (fi(x)) 3F; € F: Fy C f7HU(fi(x)))
Sei V() offen. Da die Topologie von {f; *(U;) : U; C T;} erzeugt wird, gilt

vo=UU N £

jEJiGI]‘,|Ij|<OO

= NRcU N 5O
i€l JjeJiel;,|[Ij|<oo
——
€F
P U(g) CF
= F—x

|
Satz 27.15 Seien (X;)ics topologische Riume und
HXi = {(zi)ier 1z € X}

i€l
= X1XX2><...

der Produktraum und

Pi: HXi — Xi, (zi)ier — @
il

Die von den p; erzeugte Topologie heifst Produkttopologie und es gilt
FoxeViel:p(F)— pi(x)
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Beweis. Das haben wir gerade gezeigt. m

Definition 27.16 X heifit kompakt &
UUi:X,Ui offen = 3I' C I,|I'| < o : U U =X
= iel’
Jede offene Uberdeckung von X hat eine endliche Teiliberdeckung von X.

Satz 27.17 Gleichwertig sind
a) X ist kompakt.
b) Seien (A;)icr abgeschlossene Mengen.

(NAi=0=3I'l<oo: [ Ai=0

i€l iel’

¢) Jeder Filter auf X besitzt einen Berihrungspunkt.
d) Jeder mazimale Filter hat einen Grenzwert.

Beweis. a) = b)

U AY ist eine offene Uberdeckung von X

el
= 3T |I'<oo: |JAY =X
iel’
= 31| <o0: [|Ai=0
iel’

b) = ¢) Sei F beliebig. Es gilt

Menge der Beriithrungspunkte ﬂ F

FeF

Annahme: Es gibt keine Beriihrungspunkte. Dann gilt

NF=0 2 NFE=0

FeF iel’
= 0=(FE>(|FREeF
iel’ iel’
= 0eF

ein Widerspruch.
¢) = d) Wir haben schon gezeigt

F hat Berlihrungspunkt + < 3G:FC Gund G — =
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Da F maximaler Filter ist, folgt
F=G—-=z

d) = a) Sei (U;)ier offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung.
Setze

C
VLCI,|L|<oco: A := <UU1> #0

ieL
Wegen
(AL N ANM)C = AY U AT,
= YooY
i€l i€M
= U Ui #X
i€ LUM
gilt
A N Ay 7é 0
Wegen

() (u)

(U

VAL, Ay 3Arum © Ao = AL N Ay

() o(ye)

gilt

Damit ist
B={Ap:LCI|L <oo,}#0
eine Basis fiir einen Filter F.

F ist in einem maximalen Filter G enthalten.

G maximal =% 3Jz: G -z
= Ulx)CcG
x=Ju = 3iel:zel;
i€l

Da die U; offen sind, gilt
U eUlz)CG
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Nach Definition von F gilt mit |[{i}| =1 < o0

(U)° eFcCG
= 0=UnNU G

Ein Widerspruch. Damit hat (U;); eine endliche Teiliiberdeckung. m

Satz 27.18 Seien alle X; # () und T die Produkttopologie auf X = [[,.; Xi.
Dann gilt:

HXi ist kompakt <= Vi € 1 : X; ist kompakt
iel

Beweis. “=": Da p; : X — X stetig ist, gilt
X; = pi(X) ist kompakt
“<": Sei F ein maximaler Filter auf X. Dann gilt
Vi e I: p;(F) ist Filter auf X;
Da F maximaler Filter ist, gilt

Entweder Xy xAx Xpx...eF
oder X x A X X x ... €T

d.h.

Entweder A € p;(F)
oder AY € pi(F)

d.h. p;(F) ist maximaler Filter.
Mit der Kompaktheit folgt

Mit der Produkttopologie gilt
F— (2;)ier € X

Da F beliebig war, ist X kompakt. m
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28. Kompakte Abstandsraume

Satz 28.1 Sei (X,d) Abstandsraum. Dann sind gleichwertig:
a) X ist kompakt

b) Jede Folge in X hat eine Teilfolge, die einen Grenzwert hat.
(Irgendeinem Punkt muss sie sich beliebig genau ndhern).

¢) X ist vollstindig und

Ve>03neNIzy,...,zp € X: X =) B(z;,¢)
i=1

Beweis. a) = b): Annahme: (z,,), hat keine Teilfolge, die einen Grenzwert

hat. Dann gilt

Vo € X : x ist nicht Hiufungspunkt von (z,),
= VeeX - <E|(mnk)k : klim Ty, = x)

= Vz € X — (3 unendlich viele z,,, € B(x,¢,))
= Vze X Je, >0: B(z,e,) enthilt nur endlich viele x

Wegen
X = U B(z,ez) Kkompakt - _ U B(z;,ez,)
zeX =1

sind dann nur endlich viele Folgenglieder in X, ein Widerspruch.
b) = ¢): 1.) Sei (z,), Cauchyfolge.

Nach b) hat eine Teilfolge den Grenzwert x.

Damit hat (z,,), den Grenzwert x und X ist vollsténdig.

2.) Annahme: Es gilt nicht

Ve>0dneNdr,...,z, e X: X = UB(xi,e)
i=1
d.h.

Je>0VneNVry,...,0, € X : UB(xi,a)gX
i=1

Erzeuge damit eine Folge ohne Teilfolgen mit einem Grenzwert:
Sei 1 € X beliebig. n=1:

B(I1,€) ; X

= dzo € X : d(xg,x1) > ¢
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n—on-+1:

U B(zi,e) & X
i=1
= Jr,1 € XV1I<i<n: dxpi1,2:)>¢€
Das ergibt eine Folge (x,,), mit
Vk>n: d(zp,xg) > €

Somit kann keine Teilfolge Cauchyfolge sein.
Somit kann keine Teilfolge einen Grenzwert haben im Widerspruch zu b).
Damit ist die Annahme falsch und es gilt

Ve>03neN3ay,...,on € X: X =] Blaie)

i=1
c) = a): Annahme: Es existiert eine offene Uberdeckung
x=u
i€l
ohne endliche Teiliiberdeckung.
Nach Voraussetzung gilt

ny
dn; €N 33:5”,... Dex: X= UB(J;Z(,I)J)

?nq
i=1
Annahme: B(zgl), y.ony B(m%ll), 1) sind endlich iiberdeckbar durch (U;);

=X = U U; ist endlich iiberdeckbar
iel
ein Widerspruch, d.h. ein B(gc,gl)7 1) ist nicht endlich iiberdeckbar.
1)

Nach Umbenennen der x; ’ gilt
B(x1,1) ist nicht endlich {iberdeckbar

Nach Voraussetzung gilt
g (@ 1
X = B =
s ()

no 1
B(z1,1) = U B (:vgl),l) NB (xff), 2)

k=1

offen
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Wiihle ein 2\”) € B(zy, 1).
Wegen X = (J;c; Us gilt nach Umbennenen
1
B(z1,1)N B (;vg, 2) # () ist nicht endlich tiberdeckbar

Induktion ergibt eine Folge (z,,), mit

~ 1
Vn € N: ﬂ B <:L'k., 2k—1> # () ist nicht endlich {iberdeckbar
k=1

no 1
VYm >ng: Ty, € mB(azk,le>
k=1

und

Ve >0 3ng Vn,m >ng: d(@n, Tm) < d(Tm,Tng) + d(Tng, Tn)
1 1
271071 + 2’!7,071 <e
Damit ist (z,), eine Cauchyfolge.
Da X vollsténdig ist, hat (x,), einen Grenzwert x.
Da X = {J;c; Ui gilt
dig: x € U%
U, offen
2 35>0:B(x,0) C U,

Wihle n so grof, dafs

d(zn,x) <

1
2n—1

NS N>

Firze B (xn, Qn%l) gilt:

d(z,x) < d(z,x,)+ d(zn, )
< 1 + é <é
2n—1 2

- 1 1

C ‘B($,5)C U%

und (), B (zi, 3= ) ist endlich iiberdeckbar durch U;, im Widerspruch
zur Konstruktion der x,,.
n
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Satz 28.2 Sei X wvollstindiger Abstandsraum, A C X.

Dann ist A ein vollstindiger Abstandsraum und es sind gleichwertig:
1.) A ist kompakt.

2.) Jede Folge in A hat eine Teilfolge, die einen Grenzwert hat.

3.) Jede Folge in A hat eine Teilfolge, die Cauchyfolge ist.
4.)Ve>03aq,...,x, € A: AC U], B(wie)

Beweis. Sei (z,,), Cauchyfolge in A.

Da X vollstandig ist, hat sie einen Grenzwert x € X.

Da A abgeschlossen ist, gilt z € A und A ist vollstandig.

1) & 2) & 4): schon gezeigt.

2) = 3): Eine Teilfolge mit einem Grenzwert, ist eine Cauchyfolge.

3) = 2): Eine Teilfolge, die Cauchyfolge ist, hat in dem vollstindigen A
einen Grenzwert. m

Satz 28.3 Sei X kompakter Abstandsraum, M C C(X,K). Dann gilt:
M ist kompakt <—
i) M ist punktweise beschrdnkt, d.h.

Ve e X 3C, > 0: sup |f(z)| < C,
feMm

ii) M ist gleichgradig stetig, d.h.
YVe>030>0VfeM: (dzy <d=|f(z)— fy)l<e)

Beweis. “<": Sei (f,)n beliebige Folge in M.
1.) X ist kompakt = X hat eine abziihlbare dichte Teilmenge
Fiir alle n € N gilt

1 e 1
xc B(m,) X kompakt - UB<x§ ),)
rxeX n =1 n
Die Menge
{x,gn) :1<i<my,neN}= U{xf") 1 <i<m,}
n=1

ist als abz&hlbare Vereinigung endlicher Mengen abzahlbar.
Sei y € X und € > 0 beliebig. Dann gilt

1 ny 1 n
dn > — Jig: yeB(mEO),> CB(mgo),a)
€

n

Damit ist

{x,gn):lgigmn,nEN}: U{xgn):lﬁiﬁmn}

n=1
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dicht in X.

2.) M ist punktweise beschrinkt = (f,), hat eine Teilfolge (g,)n,
die punktweise einen Grenzwert hat

Die Folge (2,)m sel dicht in X. m=1

AC,, > 0: sup|fn(z1)| < Cy,y
neN

= {fulz1):neN}cC B(0,Cy,) CK
N——
kompakt

= T eine Teilfolge (f{V(21))n, die einen Grenzwert hat

m — 1 — m: Wende die Teilfolge ( ,(Lm_l))n auf z,, an, dann gilt

3Cs,, = 0: sup |f7(zm_1)<xm)| <Cy
neN

= {f"mY(z,):neN}cB(0,C, )CK
N———

kompakt

m

= 3 eine Teilfolge (f{™)(x,,))n, die einen Grenzwert hat

Setze
VneN: g, := fT(L”)

Sei m € N beliebig. ( ,,(Lm)(:cm))n hat einen Grenzwert nach Konstruktion.
Dann hat fiir alle I > m auch ( f,gl)(xm))n einen Grenzwert, da es eine Teil-
folge davon ist.

Damit hat (g, (zm))n = ( £ (xm)) fiir alle m einen Grenzwert, da es eine
Teilfolge davon ist. "

Damit hat (g,), punktweise auf der dichten Teilmenge von X einen Grenz-
wert.

3.) X ist kompakt und M ist gleichgradig stetig = (g;); hat gleich-
méfig einen Grenzwert

Seien ¢ > 0 beliebig.

Da M gleichgradig stetig ist, wéhle ein passendes d > 0. Mit

0\ X kompakt ! 1)
X = B - X = B -
U <y7 2) = kL:Jl <yka 2>

yeX

und da (z,,)m dicht ist in X, enthélt jedes B (yk, g) eines der z,,.
Nach Umnummerieren gilt
0
Ty € B <yka 2>
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Nach 2.) gilt

V1 <k <1l: (gi(xx)); hat einen Grenzwert
V1 <k <I: (gi(zx)): ist Cauchyfolge

V1 <k <IVe>0 JigeVi,j > ios:

|9i (k) — g;(x1)| <€

oy

io::maX{ghm,io,k}

Vi,j >io Vk=1,...,0: |gi(zk) — gj(zk)| <e

Sei x € X beliebig. Dann gilt

X

! 5
Y ()

0
= d1<k<I: x€B<yk,2>

= d(z,xp) <6

und somit
l9i(2) — g;(@)]
< 19:(2) — gi(@)| + lgi(@r) — g5 ()] + lg;(zx) — g;(2)]
< 11 @) = £ (@) + e+ 1f (@) — £ (2)]

gleichgradig stetig
< et+et+e=3¢

Da x beliebig war, gilt

Vi,j > i Vo € X :|gi(x) —gj(x)] < 3e
Vi,j>i0: | gi—gjlle < 3¢

d.h. (g;); ist Cauchyfolge bzgl || - ||co-

Da (C(X,K), || - ||leo) vollstidndig ist, hat (g;); einen Grenzwert.

Da M abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in M.

D.h. eine beliebige Folge (f,), hat eine Teilfolge, die einen Grenzwert hat.
Damit ist M kompakt

“=":1.) M ist punktweise beschrinkt: Fiir die Abbildung

S, : O(X,K) = K, f s f(x)
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gilt

Sy(af+g) = (af+g)(z)

= af(z) +g(x)
aSz(f) + Sz (9)
1Se(HI = 1f@)] < f o
[Sa1 < 1

d.h. S, ist linear und stetig.
Da M kompakt, ist S, (M) C K kompakt, d.h.

30, >0: S,(M) c B(0,Cy)

d.h.

Ve e X 3C, >0: sup |f(x)] <C,
feM

2.) M ist gleichgradig stetig:

m

e | B(f,%) A kompakt 7 UB(fi,%>

feMm i=1

3

dh.
erMElgign:HfffiH(xK%

Da X kompakt ist, sind die f; gleichmiifig stetig, d.h.

Ve > 036> 03 (lo—yl <8 = /i) - fily)] < 5)

Wihle

5 := mins;
Sei f € M beliebig und |z — y| < 4.
Wihle 1 <i <nmit || f— fi o< §. Dann gilt

[f(x) = f(y)
< [f(z) = filx)| + |fi(z) = fily)| + [fi(y) — f(¥)]
If=fillo<5 & €
< §+|fi($)—fi(y)\+§
\$*y<|<5i e € €
~ g‘i’g‘i’g—é‘
d.h.
Ve>036>0VfeM: (dlz,y)<d=|f(x)—f(y)]<e)
[
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29. Kompaktheit in Langenraumen

Definition 29.1 FEin topologischer Raum X heifit lokalkompakt <—

<= Vz € X 3 Umgebungsbasis aus kompakten Mengen
< Vo € XV offene U(z)3 kompaktes K(x)3 offenes V(x) :
V(z) C K(z) CU(x)
Satz 29.2 Sei X ein vollstindiger Lingenraum. Dann sind gleichwertig:
1.)dim X < o0

2.) X ist lokalkompakt
3.) Die Einheitskugel B(0,1) ist kompakt

Beweis. 3) = 1): Wegen

BonCc B(m;>

z€B(0,1)
Kompakt S—— _ | 1
oga B(O,].)C UB(!L‘Z,2>
i=1

gilt

. T
I T I
. ) z; 1
= 31§g§m.x€B<2k,2k+l)
" T 1
= B(O,Qk)CUB(Qk,QkH)
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n—1—n:

n—1 T~
Ql‘j, 1

k=0
oy z 1
s.0. . o L Jn
= ngjngmx 22k€B<2n’2n+1)
k=0
L 1
Jk
= x—ZQkGB@aW)
k=0
d.h.
n—1 s
. J : _
0= Jim o= 2 G| < Jim g =0
k=0

Da Lin(z1,...,x,) abgeschlossen ist, folgt

n—1 T

= lim E Sk

n—oo Qk'
k=0

x € Lin(xy,...,Tm)
vPAebiE B0 1) € Lin(zy,. .., am)
= X C Lin(zy,...,zm)
1) = 3): Sei dim X = n und vy,...,v, Basis von X.

n n
f:Kn—>X, E a;€; — E a;U;
i=1 i=1

ist umkehrbar und f, f~! sind linear.
Betrachte die von f~! erzeugte Linge auf K":

ko= (|7 W) x
By (0,1) ist kompakt und da f~! stetig ist, ist
BX(07 1) = f(BK"‘ (07 1)

Iy |

kompakt.

2) = 3):

3 kompaktes K (0)3 offenes V(0) : B(0,e) C V(0) C K(0)
B(0,¢) abgeschlossen, K(0) kompakt = B(0,¢) kompakt. Da

1
f:B(0,e) —» B(0,1),2 e
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stetig ist, ist B(0, 1) ist kompakt.
3) = 2): Da

f:B(0,1) = B(z,e),y — z +ey

stetig ist, ist B(z, &) kompakt.
Sei U(z) offen. Dann 3¢ > 0 : B(x,2¢) C U(x)
Daher B(z,e) C B(z,2e) CU(z) =

Satz 29.3 Sei X vollstindiger Lingenraum und C' C X abgeschlossen und
beschrinkt. Dann sind gleichwertig

a) C' ist kompakt
b) Ve >03aM ={z1,...,x,} Ve e C Iy e M:||c—zi ||<e
c) Ve > 0 3 Untervektorraum E.,dimE. < oco: C C E. + B(0,¢)

Beweis. a) = b):

Cc U B(z,¢) hompakt o O B(z;,¢)

zeC i=1
b) = ¢):

ceC N<k<m:|c—apl<e
¢ € B(xy,e) =z + B(0,¢)
¢ € Lin(z1,...,z,) + B(0,¢)

= C C Lin(zy,...,2,) + B(0,¢)

R

c) = a): Sei (cg)r eine beliebige Folge in C.
Konstruiere Teilfolgen (c}c) kEN VOIl C.

i =0: Setze
A =y,
1 — 1+ 1:
{ck.keN}cOcEiiﬁB(o,m)
= Vck Eldk}eEH{l Hck— k?” < m

Da d im endlich-dimensionalen E liegt, existiert eine Teilfolge (d};j )j

von (di)i mit einem Grenzwert. Setze

i+l i
¢ =
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Die Folge
by := cf

ist eine Teilfolge von (ck)k-
Da (d';;j ); eine Teilfolge mit einem Grenzwert ist, ist sie eine Cauchyfolge,
d.h.

. .. . 1
Fjo V4,3" > Jo :ll di; —dy,, ||I< i

Fiir alle j, 5" > jo folgt

i
i

Iej—cii | ekt =i, |

i—1 i—1 i—1 i—1 i—1 i—1
lek,” =di I+l =i I+ di” =, |

IN

<i <i <3

3

< =
2

Fiir m > i ist (") eine Teilfolge von (c} )y, daher gilt

. m m 3
Ym >i: || e = [I< 7
Da by, bis auf ein erstes Anfangsstiick Teilfolge von (c})y ist, ist (bg)x eine
Cauchyfolge.

Die Cauchyfolge (bY); hat in dem vollstéindigen Raum X einen Grenzwert c
Da C abgeschlossen ist, gilt ¢ € C.

Somit ist eine Teilfolge mit einem Grenzwert in C gefunden und C ist kom-
pakt. m

158



30. Die Algebra C'(X,K)

Definition 30.1 1.) Fine Algebra ist ein Vektorraum Y mit einer zweili-
nearen Multiplikation

Y xY = C,(z,y) — zy
mit
Ve,y,z €Y 1 x(yz) = (zy)z

2.) Eine Unteralgebra ist ein Untervektorraum, der abgeschlossen ist unter
Multiplikation.

Satz 30.2 Sei X kompakt und A eine Unteralgebra des vollstindigen Lin-
genraumes und der Algebra (C(X,K),| - ||loo) mit

a) le A
b) feA=>fecA
c) r#y=3fe€A: f(z)# f(y)

Dann gilt:
A=C(X,K)

Beweis. a) Setze
Ag={feA|f: X —-R}

b) 1.) Sei f € Ap\Ap und lim,, ., || fn — f |lco= 0. Wegen
fas+y) = lm falar+y)

fn linear lim (afu(@) + fuy))

= af(x)+f(y)
ist f linear. Vo € X gilt
(f + cg)(m) = nh_{go (f’n('r) + an(l‘))
= fale) e lig gnl)
= f(z)+cg(x)
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Damit Ag ein abgeschlossener Untervektorraum. Sei x € X beliebig.

fn(@) (gn(@)hn(2)) = (fu(2)gn(2)) hn(2)
lim_ f(2) (gn(2)hn(2)) = Hm (fn(2)gn(2)) hn(2)

n—oo n—oo

lim f,(x) (nllrréog,L(x) nhﬁngo hn(m)>

n—oo

= (lm fu@) lim gu(2)) Tim By (o)

n—oo n—oo

f(@) (g(@)h(z)) = (f(x)g(x))h(z)

und

(fi +cg1)(@)(f2 + dg2)(2)
= (Jlim, An@) e fim gnn(o) - (Jim fon(e) +d Jim g20)
=l (f1.0(2) + cgrn(@)) - (fon(z) + dgon (@)
= lm (fin(2)f2,n(2) + f1.0(2)dga,n(2)
+cg1,0 (@) fon () + cg1,n(2)dg2,n(z))
= lim fi,(2) i fon(e) + lm fi(2z)d lim gz, ()
+cnlirgo 91,n(x) nlin;o fon(x) +cnlinéo gl7n(x)dnlinéo g2.n(x)

= fi@)fa() + fi(x)dgz(2) + cgi(2) fa(x) + cgr(x)dgs(z)

Damit ist Ay eine Algebra.
2.) Nahere /- auf [0,1] gleichm&fig durch Polynome. Setze dazu

ug = 0
Unt1(t) = wu,(t) + % (t - ui(t))

Wir zeigen mit Induktion
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n—mn+1:

Vit - Un41(t)
Def unts  fy Un(t) — % (\/E - un(t)) (\/i + un(t))

1
= (Vicw®) [1-5 (Vitu)
[ [ ——
>0 nach L.V. <2V/t<2 nach 1.V.

v

0
Somit gilt

(un(t))n hat als monoton wachsende und beschrinkte Folge einen Grenz-
wert. Damit gilt

1
nlLH;o Unt1(t) = HIEEC up (t) + 5 (t - nhig() ui(t))
2
t = ( lim un(t))
Vi = lim U (t)

3.) Da (un(t))n einen Grenzwert hat, gilt

Vt € [0,1] ng s VE—up, (1) <

DO ™

Da up, (+), 1/ stetig sind, ist v/ — uyp, (-) stetig und es gilt
30, >0Vt € (t—6;,t+06:)N[0,00) 1 VE! —uy,(t') <e
Da u,, monoton steigend ist, gilt
Vo > ng s up, () < un(t) <V
und

0,1]c | (t=6ut+5)
t€[0,1]

n

[O, 1] C U(tz 761‘/“1&1‘ - 5t7)

i=1

[0,1] kompakt
=
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und da jedes ¢t € [0, 1] in einem Intervall (¢; — d¢,, t; — d¢,) N[0, 00) enthalten
ist, gilt

Vte[O,l]VnZN::m%Fnti: Vi—un(t) < ¢
Ve>03INVn>N: | u,(-)— "]

01,0 < &
d.h.
U, — v/~ gleichmiRig

4.) Sei f € A beliebig.

W FeAa
= f?e AQ
Ir
= 0< <1
I f12
und
f? ) 3.) gleichméRig f? | | —_
Up, — =——cA
(|f||2 PR
€Ay da u, Polynom
d.h.
feA = |fled
fed = |fleds
5.) Wegen
. 1
min(f,g) = §(f +g+1f—gl)
1
max(f,g) = §(f +g—1f-gl)
gilt

f,gEAQ = max(fag)7min(f7g) eAO

fageIO = max(f?.g)vmin(fag)eAO

6.) Seien = # y und a,b € R beliebig. Nach Voraussetzung gilt

Jg€ A:g(x) #9(y)
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Mit
f: X—>Rz—a+(b—a) (
g

gilt

Va,y € X Va,be R 3f € Ay : { ;g)):g

7.) Seien f € C(X,R) und z, z € X beliebig. Dann gilt mit 6.)

- . h(z) = f(x)
ahZer.{ h() = 1(o)

Da h, stetig ist, gilt
Joffenes V, Vz € V, : h, (z) < f(x) +¢

Wegen

n
X k kt
x= v ey - v
z€X i=1
setze

n
g :=minh,,
i=1

Das Minimum nimmt immer noch in z den Wert f(z) an und ist stetig.

S e Ao { =

8.) Seien f € C(X,R),z € X beliebig. Nach 7.) gilt:

: . ) 9a(x) = f(2)
VmeXﬂstetlgesgmer.{ 0 < fte

Da g, stetig ist, gilt
J offenes U, (x) Yy € Uy = 92(y) = f(y) — ¢

Wegen

n
X kompakt
Xx=Juv. """ x =,
zeX i=1
setze nun

Dann ist g stetig und erfiillt

dgeAp: f-e<g<f+e
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Sei f: X — C stetig. Wegen

ﬂ X —R

27

fff:XHR

21

f+f - F

f="5 1
gilt

Ay =C(X,R) = A=C(X,C)

| |

Satz 30.3 Sei X kompakt und A eine Unteralgebra von (C(X,R),| - |loc)
mit

a) le A
b) wFy=3fcA:f(z)#f(y)

Dann gilt:
A=C(X,R)

Beweis. Das haben wir gerade gezeigt. B
f € A= f e A wurde nur im 4. Schritt benéttigt fiir ff € Ap. m
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31. Kompaktheit in topologischen Raumen

Satz 31.1 Ist A C X abgeschlossen und X kompakt, so ist A kompakt.
Beweis. Seien U; offen. Dann gilt

Aclu = XC(UUl)UAC

el i€l

Xkog}pakt X c (U Ul> UAC

i=1
= AC O U;
=1

[
Satz 31.2 Sei X kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist f(X) kompakt.
Beweis. Seien U; offen. Da f stetig ist, sind die f~1(U;) offen und es gilt:

fcJu = ch_1<UUZ—>

iel i€l

= XclJfr
el offen

X ko:rn>pakt X c U f_l(Ul)

i=1

und f(X) ist kompakt. m

Satz 31.3 Sei K C X kompakt und die Topologie trenne Punkte. Dann
gilt:

a) Vo € K€ 3V(K),U(x) offen: UNV #0

b) K ist abgeschlossen

Beweis. a) Sei x € K¢ beliebig. Da die Topologie die Punkte trennt, gilt
Vy € K 3 offene V(y),U,(z) : UNV =0
Da K kompakt ist, gilt

n
Kc|Jviy " E™ K c v

yeK i=1
N——

offen
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Aufserdem gilt

——
offen
und . .
Uy (@) J V() =10
=1 1=1

b) Da z € K¢ beliebig und

x € ﬂ U, (r) c K¢
i=1

——

offen
ist K¢ Umgebung aller seiner Punkte und somit offen. m
Satz 31.4 Sei X kompakt und die Topologie trenne die Punkte. Dann gilt:
VA, B abgeschlossen, AN B =0 3U(A),V(B) offen : UNV =0
Beweis. Da A B abgeschlossen sind und X kompakt ist, gilt

A, B sind kompakt

Dann gilt
Vo € A Joffene U(z),Vy(B): Ulx)NV, =0
mit .
Ac U@ B Ac U @)
€A i=1
gilt
n
U(x;) ist offene Umgebung von A
=1
ﬂ Ve, (B) ist offene Umgebung von B
i=1
UU@)n()Ve(B)=0
i=1 i=1
]
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Satz 31.5 Fir X gelte:
VA, B abgeschlossen, AN B = JU(A),V(B) offen:UNV =10

Dann gilt
3 stetiges f : X — [0,1]: f(A)=0,f(B)=1

Beweis. 1.) Seien C abgeschlossen, E offen und C' C E. Wegen

C, E° sind abgeschlossen
CNE® =9

gilt nach Voraussetzung

3 offene U1 (C),V(EC): UyNV =0
ECcV=VCCE

und somit
c cu c U c V¢ c.E
~~ ~— ~— S~~~ ~~
abgeschlossen offen abgeschlossen abgeschlossen offen

Man kann ein offenes U; und U; zwischen ein abgeschlossenes C und offenes
E schieben.

2.) Konstruktion von f: Das wiederholte Halbieren des Intervalles [0,1]
ergibt die Folge

D = {%:p,keN,OSpSQk}
113 1 3 on—1
= 1.=.-.2 - 2
{07 72, 47 47 7271’ 271’ ) 2TL ) }
Wihle offene Mengen Gy, G gemik 1.) sodaf
A CcGyc Gy cB®
~~~ ~—~ ~~

abgeschlossen abgeschlossen offen

ACcGycGycGicG,c B¢

Setze
_ 1 fiirz € GY
f(I) - { 0 firxzeGy
VeeA: f(z) = 0
Vee B: f(x) =

167



Mittels Induktion fiige immer neue offene G4 dazwischen, sodaf gilt

d<d =Gy Gy

Fir alle d € D vor

2p+1
b:
2”L

seien solche offenen G4 gewahlt.
Die néchst kleinere bzw. grofere Zahl als b sind:

_ p
a = on—1
p+1
C =
2n—1

Wahle Gy offen mit

Definiere

G, C Gy C Gy C G,

Vte[0,1]: Gy := U G4

deD,d<t

Da alle G4 offen sind, ist G; offen und es gilt

Definiere

f:X—>R,a:»—>{

Dann gilt

Vi<t : Gy C Gy

inf{t €[0,1]: z € G;} firzeG,
1 fiir x € G

VeeX: 0 < f(z)<1
f(4) {0}
f(B) = {1}

3.) fist stetig. Zeige

7Y Umgebung von f(x)) ist Umgebung von z

Seizge Giund 0 <6 < e.

4

f(xo) =inf{t € [0,1] : =z € Gy}

20 € Gp(ag)+e und 2o & Gp(ap) 15

20 € G f(ag)+e Und 20 & G p(0)—s

20 € Gytapyre N (Cray5)” € F7H(F(@0) — &, f(20) +2))

offen
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Man brauchte ein 6 < ¢, da

f(xo) +e & (f(zo0) — ¢, f(w0) +¢)
flxo) +e € f(Gyag)te)
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32. Vervollstindigung und Fortsetzung

(yn)n

Abbildung 6: Vervollstindigung

Satz 32.1 In einem vollstindigen Lingenraum gilt: Kommen zwei Cauchy-
folgen beliebig nahe aneinander, so haben sie denselben Grenzwert:

( lim ||z, —2||=0 und lim ||z, —yn |= O) = lim ||y, —z||=0
n—oo n—oo n—oo
Beweis. Wegen

|| LTn — X ||< %

dng Vn > ng :
0 =0 { ”xn*yn ||<%

gilt
Vnzng:lyn—all < lyn—anll + 20—z
< €
lim ||y, —2z] = 0
n—oo
[

Deshalb ist die folgende Definition, wann zwei Cauchyfolgen gleichwertig
sind, zwangsliufig.

Satz 32.2 (Vervollstindigung von Lingenrdumen) Sei X ein Lingen-
raum. Zwei Cauchyfolgen (z,,)n, (Yn)n heiflen gleichwertig (z,, ~ y,) <

lim ||z, —yn ||=0
n—oo
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Fiir
[(@a)n] = { () Cauchyfolge | lim || @n —ya || =0}

gilt

Entweder [(n)n] = [(Yn)n)
oder [(@n)n] O [(Yn)n] = 0

Setze daher

1.) X wird ein Vektorraum durch

[(@n)n] + [(Wn)n] = [(@n + yn)a]
a[(wn)n] = [(axn)n]

2.) X wird ein Lingenraum durch
I {(zn)n] I= Tim || ||
3.) Mit
d([(zn)nl [(yn)n]) = [ [(@n)n] = [(yn)a] |

i [z, =y ||
n—oo

ist X ein vollstindiger Abstandsraum.

Beweis. Mit

lm ||z, —2, =0 = (Zn)n ~ (Tn)n
n—oo
n—oo
<~ lim ||yn—2,||=0
n—oo
<~

(yn)n ~ (xn)n

und

n—o0 n— o0
= 0< lim ||z —2n ||< im ||zp —yn ||+ lim ||yn — 2, ||=0
n—oo n—00 n—oo
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ist ~ eine Gleichwertigkeitsbeziehung. Wegen

[(l‘n)n] n [(yn)n] # 0 = Jzn: 2z ~ Tn,2n ~ Yn
= Tn ~Yn

= [(@n)n] = [(Yn)n]

und X ist eindeutig definiert.
1.) Seien (2 )n, (yn)n Cauchyfolgen. Dann gilt

|| Tn — Tm H<%

N Vm,n > N : { E
|| Yn — Ym ||<§

und Vm,n > N

|20 +yn— (@m+yn) [l < l2o—2m | + 1 Yn —ym |l
<

€

ist (x,, + yn)n eine Cauchyfolge.
Seien a # 0 und (x,,), Cauchyfolge. Dann gilt

Wegen

IN eNVm,n> N: || 2 — T ||<ﬁ

| ax, —azp | < la| || zn —2m ||< e

ist (axy,), eine Cauchyfolge.
Sei a = 0. Dann ist (azy,), = (0), eine Cauchyfolge.

2.)

R

Fiir (x,) ~

und somit

(zn,)n ist Cauchyfolge in X
Ve>03INVmn>n:|z,—zn|<e
Ve>03INVmn2n: || an || = || @m ||| <|| @n —2m |< e
(Il ©n ) ist Cauchyfolge in R

(Il n ||)n hat einen Grenzwert in R

(yn) gilt
lim ||z, —yn ||=0
n—oo
m [ fan | =y ll| < Hm [z —yn |
n— oo n—oo
= 0
lim [, | = lim [y, ||
n—oo n—oo
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und die Definition der Lange auf X ist unabhédngig vom Vertreter.
Wegen

Def .
| [(azn)n] | = 7}220 | azy ||
= la| Iim |z, |
n—oo
= lal | [(zn)n] |
Wegen
< ” Tm — Ym H + || Tn — Yn H
gilt
(1 1) (1 g ) sind Canchyfolgen
= Ve>03INVm,n>N:|z,—znm|< % und || Yn — Ym ||<%
= Ve>03INVmn>N: ||zm+yn |l = zn—uyn || <e
= (|| #n + yn ||)n ist eine Cauchyfolge in R
= (|| zn + yn ||)n hat einen Grenzwert
und
[zn+ynll < [lzn |+ ynll
hm ([ zn +yn || < lim [|z, [+ lim [y, |
n—oo n—oo n—oo
[zn+unl | < N ] 1+ 1 ya] |
und

(n) ~(0), <= lim ||z, —0]= lim ||z, ||=0

ist es eine Lénge.

3.) Wir haben in der Einfithrung gezeigt, dass man durch || z — y || aus
einer Lange einen Abstand erhélt.

Sei ([(aF),])x eine Cauchyfolge in X, d.h.

Ve >0 Jig Vi, j > o« || [(a)n] = [(al)n] = lim [l a;, —aj, ||< e
Da der Grenzwert kleiner ¢ ist, gilt

Ve > 0 Jig Vi, j > dg Ing Yn >ng : || a, —al, ||< 2¢
Was nicht klappt:

vn : b, = a,
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Waihle eine Cauchyfolge mit m > iy, sodaf gilt
|y —an ll<e
Damit gilt fir m > ip,n > max(ng, o)

Def.

[on =bm | =" |l ay —ag |l
< llan—apt |+ ey —ap |l
<2¢ <e
< 3

und (by, ), ist eine Cauchyfolge.
(Aber: Es ist nicht klar, daft es diese Cauchyfolge gibt). Zeige:

Jim [(az)n] = [(bn)a]

Ve > 0 Jig Vi, j > ig : H[(ak)n] - [(bw)n}H = lim || a] — ai‘; II< 2e

n

V€>03ioVi,j2i035>5>03n1€NVn2n1:||azfaf; II< 2e

Dann wiire X vollstandig.
(Aber: Es ist nicht klar, daff man fiir alle j ein gemeinsames (!) § und n;
finden kann).
Wie muss man die b, wihlen, damit (b,), eine Cauchyfolge wird
und der Grenzwert der (a’), ist? m
Seien XY ein vollstindige Lingenrdume und T : X — Y linear und stetig.
Dann gilt

lm z, =z = lim Tx, =Tx

n—oo n—oo

Deshalb ist die folgende Festsetzung zwangsldufig.

Satz 32.3 (Fortsetzung linearer stetiger Abbildungen) Seien X,Y Lain-
genrdume, Y vollstindig (ggf. vervollstindige) und T : X — Y stetig und
linear.
Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung von T zu einer stetigen linearen
Abbildung

T:X — Y, [(zn)n] — lm Tz,

n—oo
und es gilt R
T =7
Beweis. 1.) Seien a,, ~ z, d.h.
lim ||z, —ay |[|=0
n—oo
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Dann gilt

= lim || Tz, —Ta, ||

n—oo

[T lim ||z, —an ||
n—oo

= 0

lim Tz, — lim Ta,
n—oo n—oo

IN

und die Definition von 7" ist unabhéngig vom Vertreter.
2.) Wegen

(zn)n ist Cauchyfolge

= Ve >03ng Vn,m>ng: || zn —2m [|< €
= Ve >0 dng VYn,m > ng :
[ Tzn = Tzm [<I T Il 20 = 2m [[<e || T'||
——"
<oo
= (T'zp)n ist Cauchyfolge

Y vollstédndig .
= (T'zp)n hat einen Grenzwert

ist 7 definiert.
3.) Seien (zy,)n, (Yn)n Cauchylolgen. Dann gilt

(zpn, + Yn)n und (az,), sind Cauchyfolgen

T(zn + yn)n und T(ax,), sind Cauchyfolgen mit eindeutigem Grenzwert

und wegen

T([zn]) + aT([yn]) = lim Tz, +a lim Ty,

= lim T(x, + ayy)

= T([zn + ayn])
ist T linear.
4.) Es gilt
[ T(za]) | % | lim Tzpl| = lim || Tz, |
< N7 Jim |, ||
= [T [za] Il
1) < |7

T ist eine Fortsetzung von T. Mit

i:X—>X,x»—>(x,x,...)
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und da die kleinste obere Schranke iiber mehr Vektoren grofer ist, gilt

s [retl = s [t
sexvior zex\(or || i) |
xXcX )
< sup TWH
[(zn)n]€X\{0} I [(2n)n] |l
Ty < T
und somit )
T I=[IT |
N

Satz 32.4 Sei X ein vollstindiger Abstandsraum. Dann gilt

( lim d(x,,z) =0 und lim d(z,,y,) = O) = lim d(yn,z) =0

n— oo n—o0 n—oo

Kommen zwei Cauchyfolgen beliebig nahe aneinander, so haben sie densel-
ben Grenzwert.

Beweis. Wegen

. d(xn,x) < %
dng Vn > ng : { d(ynm) < &
gilt
Vn>ng: dyn,z) < d(yn,Tn) +d(zn,z) <€
lim d(yp,z) = 0
]

Satz 32.5 Sei X ein vollstandiger Abstandsraum und
lim, oo p = x,limy 00 Y = y. Dann gilt

|d(z,y) —d(a,b)] < d(x,a)+d(y,b)

lim d(zn,yn) = d ( lim z,, lim yn>
Beweis. Wegen
d(z,y) < d(z,a)+d(a,b)+d(b,y)
d(z,y) —d(a,b) < d(z,a)+d(by)
d(a,b) < d(a,z)+d(z,y)+d(y,b)
—(d(z,y) —d(a,b)) < d(a,z)+d(y,b)



gilt
|d(I7 y) - d(a7 b)‘ < d(I, a) + d(ya b)

Wegen
0 < lim [d(zn,yn) - d(z,y)|
< lim d(z, ) + lim d (Y, yn)
_ 0 T
gilt
i dn) = (Jim i )
[

Die Definition der Gleichwertigkeits Beziehung und des Abstandes im fol-
genden Satz sind damit zwangsldufig.

Satz 32.6 (Vervollstindigung eines Abstandsraumes) Sei X ein nicht
notwendig vollstandiger Abstandsraum d.
Zwei Cauchyfolgen heiflen gleichwertig (Schreibweise (xp)n ~ (Yn)n) <=

lim d(zp,y,) =0

Fir
[(xn)n] = {(yn)n Cauchyfolge | RILH;O d(Tn,yn) = 0}
gilt
Entweder  [(2n)n] = [(Yn)n)
oder [(xn)n] N [(yn)n] =0

Setze deshalb

X = Al@a)al}

1) X wird ein vollstindiger Abstandsraum durch

([ () = Timn (s )

2.) Die Abbildung R
i: X =X,z [(x,2,...)]

ist eins zu eins und i(X) ist dicht in X.
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Beweis. 1.) Wegen

nlinéo AT, 2,) =0 = (Tp)n ~ (Tn)n
(@n)n ~ Yn)n == lim d(@n,ya) =0
— nh_)rr;o d(Yn,zn) =0
—

(yn)n ~ (mn)n

und

= lim d(zn,yn) =0= lim d(yn,2n)

(
= 0< lim d(zp,2,) < lim d(zg, yn) + lim d(yn,2,) =0
n—oo n—oo n—oo

ist ~ eine Gleichwertigkeitsbeziehung. Wegen

[(-rn)n] N [(yn)n] 7& (D = Elzn L 2n ~ Tnyin ~ Yn
= Tn ~Yn

ist X definiert.
a) Da (24)n, (Yn)n Cauchyfolgen sind, gilt

A(xp, Tm) <
Ve>0dN eNVn,m> N : o m
{d(ymym)<

£
2
£
2

Das ergibt

Vn, m > N : |d(:rn,yn) - d(fcm,ym)| < d(xna xm) + d(ynaym)
< ¢

d.h. (d(zn, yn))n ist Cauchyfolge in R und hat in R einen Grenzwert, d.h.
()] () = i d(a. )

ist definiert.

b) Seien (an) ~ ($n)7 (bn) ~ (yn)’ d.h.
lim d(an,x,) = 0
lim d(bp,yn) = 0
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Wegen

lim | lim d(zpn,yn) — d(an, by)|

n—oo n—oo

lim | lim d(xn,yn) — d(@n, yn)| + lim |d(z,, yn) —

<
=0
< lim d(zn,an) + lim d(by,, yn)

= 0
gilt
d([(za)], [(ya))) =

und d ist unabhéngig vom Vertreter.
¢) Wegen

d([(za)), [(ya)]) =

v

und

d(xm yn)
lim d(2n, Yn)

n—oo

lim d(x,, yn)

n—oo

lim d(ay,by)

d([(an)], [(0n)))

lim d(z,,yn)

N— 00 "
>0

0

lim d(xn,yn)

n—o0

nlLHOIO d(yn7 xn)

d({(yn)], [(zn)])

d(xvu zn) + d(Zn, yn)

lim d(xy, 2,) + lim d(z,,yn)
n—oo n— 00

d(an, bn)|

d([(za)] [(w))) < d(l@a)], [(z0)]) + d([(z0)], [(9)])

und

ist d ein Abstand.

d) Sei ([(a®),])x eine Cauchfolge in X, d.h.

Ve > 0 Jig Vi, 5 > ip : cZ([(aﬁl)n], [(a{l)n]) = lim d(a;,afl) <e
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Damit gilt
Ve > 0 Jig Vi, j > i Ing € NVn >ng : d(al,al) < 2

n» an
Was nicht klappt: Setze
Vn € N:b, =a,
Wihle eine Cauchyfolge m > ip mit
d(ayt,am) < e
Damit gilt fir m > ip,n > max{ng, io}

Def

d(bn,by) = d(al,am)
< dlay,ay') +d(ay’, apn)
<2e <e
< 3e

und (by, ), ist eine Cauchyfolge.
(Aber: es ist nicht klar, dass es eine solche Cauchyfolge gibt).
Zeige

lim [(ai)n]k = [(bn)n]

k—oo

Ve > 0 Jig Vi > g : d ([(ba)n], [(a%)n]) = lim d(by,a),) < ¢

Ve >0 3ig Vi>ig Ing NI <5 <eVn>ng: (b al) < 2

Damit wire X vollsténdig.

(Aber: Es ist nicht klar, das man fiir alle j ein gemeinsames ng und ¢ finden
kann.)

Wie muss man die b, wihlen, damit (b,), eine Cauchyfolge wird
und der Grenzwert der (a”), ist?

e) Wegen

di@),i(y) = lim d(z,y)

= d(z,y)

erhélt i den Abstand.
f) Sei [(xn)n] € X beliebig. Da (x,), Cauchyfolge ist, gilt:

Ve >0 3ng Yn,m > ng : d(xn, Tm) <

NCRNO)

= Ve >03ng Vn>ng: d(i(z,), [(Tn)n]) = klim d(xp,xE) < €
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Damit ist i(X) dicht in X. m
In vollstdndigen Abstandsriumen gilt fiir ein stetiges f: X — Y

S (Jim, ) = Jim, f(r)

Damit ist die Definition der Fortsetzung zwangslaufig.

Satz 32.7 (Fortsetzung einer gleichmifiig stetigen Abbildung) Seien
X, Y Abstandsraume und Y vollstindig und f : X — 'Y mit

3C >0 V(El,.’EQ € X: dy(f(l’l),f(l'g)) < Cdx(l'l,l'g)
Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung

F:X =Y, [(xn)n] — lim f(z,)

Beweis. a)
(2n)n ist Cauchyfolge
= AN ¥n,m > N : dX(xn,:cm)<%
= AN Vn,m > N : dy (f(xn), f(2m)) < Cdx(n,zm) < &
= (f(xn))n ist Cauchyfolge

Y 11 . d' . 3
vollstiindig (f(zy))n hat einen Grenzwert in YV’

Damit ist f definiert.
b) Sei (an)n ~ (Tn)n, d.h.

lim d(apn,z,) =0

n—oo
Wegen

Y vollsténdig

dy (1 f(an), lm_ f(zn)) i dy ((an), f(2n))

< C lim d(an,xn,)
= 0
lim f(an) = lim f(z,)

ist die Definition von f unabhiingig vom Vertreter.
¢) Sei € > 0 beliebig und (), und (y,), Cauchyfolgen mit
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Da (f(n))n, (f(yn))n einen Grenzwert haben, gilt 3k € N Jxy, y, mit
dy ((lim fea), (o)) <
dy (HILH;o f(yn),f(yk-)) <

dx (zr,ye) <

%‘mw\mw\m

dy (?([(zﬂ)n])»?([(yn)n}))
=y ((Jim (), lim f(ga)
< dy (nlgrolo f(l’n),f(l"k)) +dy (f(z), f(yr)) +dy (7}3{)10 f(yn)vf(yk)>

€ €
< =—+40d -
3+ X(Ik,yk)+3

< €
ist f stetig. m

Satz 32.8 Sei Y ein vollstandiger Abstandsraum und X C Y.
Dann existiert ein abstandserhaltendes umkehrbares

?:X — X CY,[(zn)n] — lim x,

d.h. X ist bis auf eine abstandserhaltende umkehrbare Abbildung eindeutig.

Beweis. 1.) Fiir
[ X—>Yzx—zx

gilt
dy (f(z), f(y)) = dy(z,y)

und mit C' =1 existiert genau eine stetige Fortsetzung

F:X =Y, [(zn)n] — lim z,

2.) Wegen
_ — Def . .
dy (F(@L F(@a)) =0 dy ((Jim o, lim g,
Yvol]gﬁ.ndig lim dY(.I‘n,yn)
Def

d({(zn)), [(yn)])
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wird der Abstand erhalten.
3.) Wegen

s (@), () = dy (F((@a)), F([(a)]) = 0
= [(xn)] = [(yn”

ist f eins zu eins.
4.) Sei z € X. Dann gilt

Hzp)p in X @ lim x, ==

Damit ist (z,,), Cauchyfolge, d.h.

(zn)n € X

?( (Tn)]) == nli}ngo Tp =T

Damit ist f auf. m
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Teil 111.
Funktionalanalysis

33. Stetige lineare Abbildungen

Definition 33.1 Sei X ein K-Vektorraum.
a) Eine Abbildung
[~ X >Rz 2|

heifst Halblinge <— Va € K,Vx,y € X

L) )20
2)  lazl=lal| x|
3)  Natyl<lal+lyl

b) Sie heifit Linge <= Fs gilt auch:
lz]|=0=2=0
¢) Ein K-Vektorraum mit einer Lange heifst Lingenraum.

Bemerkung 33.2 a) Eine Linge kann den Nullpunkt von anderen Punkten
unterscheiden, und damit alle Punkte voneinander unterscheiden. Das wird
bei einem System von Halblingen nicht notwendig so sein.
b) | 0 ||=0 gilt immer.

—~

ev
¢) Verschiebungen
T, X > X,zx—x+z

erhalten den Abstand d(x,y) =|| z —y ||
Beweis. a)

lz—yl=0 = z-y=0
= =y

b) Sei v € V beliebig.

1 0_-_l=10llv]=0
€K 2%
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dz+zy+z) = [[z+2-(y+2) |
= lz—vyll
= d(z,y)
[
Satz 33.3 o) Sind zwei Lingen || - ||« || - || gleichwertig, d.h.

3C1,C>0: G|z [l <[z [[< Co [ 2 [l

so definieren sie dieselbe Topologie.
b) Unterschiede treten erst bei unendlich-dimensionalen Vektorriumen auf.

Beweis. a) Wegen

lim ||z—z, |« < = lim ||z —2, |
n— 00 Cl n— oo
lim |z—2z,] < Cplim ||z—x, |«
n—oo n—oo
gilt
lim ||z —2,|+=0 < lim |z—2,||=0
n—oo n—oo

Damit haben dieselben Folgen einen Grenzwert.

Die Léngen definieren also dieselbe Topologie.

b) Wir haben in der Einfithrung gezeigt: Auf endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen sind alle Léngen gleichwertig. m

Satz 33.4 Sei (X, - ||) ein vollstindiger Lingenraum und Y .o, || x; ||
habe einen Grenzwert. Dann hat

o0
>
i=0

einen Grenzwert.

Beweis. Sei s, = >, z;. Wegen

n
| 80 — 8m || < Z T
i=m-+1
n
< A
1=m-+1

m o0
S 0

ist (sn)n eine Cauchyfolge und hat in dem vollstandigen X einen Grenzwert.
|
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Satz 33.5 Sei T : X — Y eine lineare Abbildung zwischen Lingenrdumen.
Dann gilt

T ist stettg <= dze€ X : T st stetig in 2
— AC>0VzeX:||Tz|<C|z|

Diese linearen Abbildungen heiflen beschrdinkt.

O (O}
B(0,1) c X B(0,C)CY

Abbildung 7: stetiges lineares T

Beweis. "=": Da T stetig ist, ist T stetig in z.
7<= Sei « € X beliebig und lim, .« || 2, — x |[|= 0.

Dann gilt
lim |2, +2z—2—z| = lim ||z, —2]=0
lim | Tz, — Tz || = lim | T(xy, +2—2)—Tz|
n— oo n—oo

T stetig in z

“=": Da T stetig in O ist, gilt
Ve>036>0: TB(0,)) C B(0,¢)

Fir e =1 gilt
>0:[z|l<do=|Tz|<1
Mit C :=2-5"1 gilt

2z o
VeeX:|Tz| = 5 20 a]
——
ll-ll<é
2|« |
—1
]
= Clz
“<: Sei limy, oo || 2n — @ ||= 0. Wegen
lim || T2, — Tz ||= lim || T(z, —2) ||

<Clim ||z,—2]=0
n—oo
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ist T stetigin x. m

Wir optimieren jetzt das C.

Satz 33.6 Sei T : X — Y linear zwischen Lingenrdumen. Es gilt

T
1T = mfdco>o | sl ¢
a0 | @ ||
= inf{CzO sup Tx||§0}
llzll=1
= sup [Tz ||
llzll=1
Ny
a0 |||
= sup [Tz ||
llz][<1

[Tz < Tl
| T | gibt an, wie stark ein Vektor der Linge 1 héchstens gestreckt wird.

Beweis. a) Sei x # 0. Da T linear ist, kann man || z || 71> 0 an der Linge
und an T vorbeiziehen und es gilt fiir x # 0

| T | <(C TL <C
|z |l 2|l
~——
[I-II=1
| T2 | <C < su ||Tz|<C
e#0 |l 2| lll|=1

Das zeigt die Gleichheit von 1. und 2. bzw. von 3. und 4. Zeile.
b) Wegen

llz]l=1 ll]l=1

inf{CZO :osup || Tz ||< C}: sup || Tz ||
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sind 2. und 3. Zeile gleich.
c) Sei || z ||< 1 beliebig. Wegen

X
I7e) = o] e
Ex
<1
X
e
< suwp [Tz
[|z]l=1

gilt
sup || T = sup || Tz |
l=zll<1 =l=1

und 4. und 5. Zeile sind gleich.

d) Fiir « # 0 gilt

ITe) . ITe ]
= p =
Te] Te]

[Tzl < [T =

1T

Fiir x=0 gilt
[Tz [[=0<[[T| ||
~——
=0
]
Satz 33.7 Seien X,Y Lingenrdume. Setze
L(X,Y) = {T:X —Y stetig linear }

LX) = L(X,X)

a) (L(X,Y),| - ||) ist ein Lingenraum.
b) Ist Y wollstindig, so ist L(X,Y") vollstindig.

c)
X' =L(X,K)={f: X - K| f linear, stetig }

st vollstandig.
Beweis. a) Seien T,S linear und stetig. Dann sind auch
a-Tund T+ S

linear und stetig und L(X,Y) ist ein Vektorraum.
b) Wegen C > 0 gilt

T = inf{CEO: sup ||Ta:||§C’}

llzll=1

Y

0
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aufterdem

IT||=0 < VzreX:|Tz]|=0
<— VeeX: Tz=0

— T=0
¢) Sei || z ||= 1. Dann gilt:
1S+l < [ Szl +|Tx|
< ISh+IT
‘Fﬁglﬂ(s‘¥73xH < BSh+1T]
1S+T < [[SI+1T]

d) Sei || z ||= 1 und a # 0. Wegen

| aTa ||= la|- | Tz |< fal | T"|

gilt
aT < lal | T
Wegen
1T = [la=" aT||
< Ja7' ] aT |
< a7 ol | T
= [T
gilt
I aT ||= [al- | T"||
Fiir a = 0 gilt
G|l = 0= la| [ T]
=0 -0

e) Sei (T,,), Cauchyfolge in L(X,Y), d.h.
Ve >03ngVnm>ng: | T, —Tn ||<e
Wegen

[ T =Tz | < || T = T [[[ 2 ||

< ellz|
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ist (T,,x), Cauchyfolge in Y. Da Y vollstindig ist, gilt
Vo : (Tnx), hat einen Grenzwert

Setze
Sz = lim T,z

f) Wegen
S(ax +by) = lim T,(ax + by)
= a lim Thx+b lim T,y

n—oo n—oo

= aSz +bSy

ist S linear.
g) Sei || z ||=1. Es gilt

Vn,m>ng: || T —Thz ||<e

Wegen
St = lim T,x
gilt
Vo Img >ng: || S — T,z ||< €
Das ergibt
nzmng: [ (S=To)r| < [ Sz =Tz |+ Tn,x—Toz ||
< 2
Yn>ng: sup || (S—Tp)z| < 2
ll=l=1
Yn>ng: || S—T,| < 2

Damit ist S — T}, stetig und
S=5-T,+T,
ist linear und stetig. m
Satz 33.8 Ist P € L(X) stetig, linear mit P?> = P, so gilt

0) X=PXa&(l-P)X
b) PX,(1—- P)X sind abgeschlossen
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Beweis. a) Fiir

z e PXN(1-P)(X)

gilt
r Jy: a:::Py Py
P"‘::P ng
= Px
Jz: x:z(l—P)z Py P2Z
P=r Pz— Pz
= 0
PXNn(1-P)X = {0}
Sei z € X beliebig. Dann gilt
z = Pz+(1-P)z
€ PXe(1-P)X
X = PXo(1-P)X
b) Wegen
z=Pz+(1-P)z
gilt

zePX <= (1-P)z=0 <= zec Null(l-P)
€E(1-P)X <<= Pz=0 < z¢c Null(P)

d.h.

PX = Null (1-P)
(1-P)X = Nul P

und beide Mengen sind abgeschlossen. m
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34. Sublinearitiat und Fortsetzung von
f:GCc X —=K

Definition 34.1 Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung p : X — K mit

Va € [0,00) Vz € X : pla-x) a-p(x)
Ve,ye X plx+y) < ple)+py)

heifst sublinear.

linear sublinear Halblinge

Abbildung 8: sublineare p: X — R

Beispiel 34.2 FEine Halblinge ist sublinear.
Beweis.

Vael0,0)VeeX:|la-al = la[[z]=a 2]
Ve,ye X[z +y| lz |+ 1yl

IN

Satz 34.3 Sei X ein R-Vektorraum, G C X ein Untervektorraum, g : G —
R linear, p: X — R sublinear und

Ve e G: g(x) < px)
Sei z € X\G, insbesondere z # 0.
Dann existiert ein lineares
g:Lin(G,z) = R

Vo € Lin(G, z) : g(x) < p(x)
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Beweis. 1.) In Lin(G, z) ist die Darstellung eindeutig:
Wegen

Jr e GIbeR\{0}: z=0bz

1
= ZZExEG

ein Widerspruch, gilt
Ve e GVbeR\{0}: = #bz
Seien 1 + bz1, x2 + bze € Lin(G, z) mit z; € G,b; € K. Dann gilt

I +bZl = T2 +b22

X Vektorraum
= l‘l—l‘g:(bl—bg)z
N—— N——

cG €K

= 1 — a9 =0=1>b1 — by
= r1 = 29 und by = by
2.) Fiir 2,y € G gilt:
linear
g(@) +9@y) =" g T+y )
——"
€ G, da Untervektorraum
Vor
< pla+y)
= plrtzty—2)
sublinear
< plzt+z)+ply—2)
9)—ply—2) < ple+z)—g)
m:=sup(g(y) —ply—2)) < inf (p(z +2) — g(x)) = M
yeG zeG

Da die linke Seite unabhéngig ist von x und die rechte Seite unabhéngig
ist von y, konnten wir zur grofiten unteren Schranke und kleinsten oberen
Schranke iibergehen.

3.) Sei a € [m, M] beliebig. Definiere

g:Lin(G,z) - R,z + bz — g(z) + ba
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Da in Lin(G, z) die Darstellung eindeutig ist, ist § wohldefiniert.
4.) Wegen

9(1‘1 + bz + a0 + bQZ)
= g(x1 + cxa + (by + cba) 2)
—_ —
g€ €K
= g(x1 + cxa) + (b1 + cba)z

g linear g(x1) + cg(z2) + b1z + cbaz
= g(w1 +b12) +cg(z2 + ba22)
ist g linear.
5.) Sei b > 0.
glx + bz) Rel g(x)+ba

< glz)+dM
= g(z) +b inf {p(z +2) — g(2)}

o) 0 (o (5 +2) =9 (5))

9(x) + p(x +bz) — g(x)
=  p(z+bz)

Fiir b < 0 nimmt man die andere Abschitzung

gla+bz) = g(a)+ba
b<0
< (@) +bm
Def

= glx)+ b;gg{g(y) —ply—2)}

7%§€G g(me(g( bx) p(l)xz»

=Y g@) +pla 4 b2) - g(w)
= p(z+b2)
Fiir b = 0 gilt
gz +bz) = g(x) + 0 < p(z)
Damit gilt
g <paul Lin(G, 2)
]
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Satz 34.4 Sei X ein R-Vektorraum, F C X ein Untervektorraum, p : X —
R sublinear, f : F — R linear und

Ve e F: f(z) < p(x)
Dann existiert eine Fortsetzung von f zu einem linearen stetigen
f: X—-R

mit R
Vee X : f(r) <px)

Beweis. a) Sei M die Menge aller Fortsetzungen von f, d.h.

M=1cg G Untervektorraum, F' C G
a &4 Ve e G: g(x) <p(x),g: G — R linear,g|p = f
mit
(G1,91) < (G2,92) <= G1 G G und gia, = g2]a,
Wegen

1) VGl : G1 = Gl
2.) (G1 G G und g1lg, = g2]G, und G2 & G3 und gi|a, = gsla,)
= G1 S Gz und gi|a, = gsla,

L) V(G1,91) : (G1,91) £ (G1,91)
2.) ((G1,91) < (G2,92) und (G2, g2) < (G3,93)) = (G1,91) < (G3,93)

ist (M, <) teilgeordnet.
b) Seien Vi € I : (G, 9:) € (M, <) mit

3I)Vi,j € 1: (Gi,yg:) < (Gj,g5) oder (Gy, gi) > (Gj,9;5) oder (Gi, g:) = (Gy, g5)
Setze

G

U
Ve e G;: g(xz) = gi(z)

Wegen

reG@ = Fi: zxedG;

= Vj>i: g(z) = gile,(2) = gjlg, (2)
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ist g definiert. Wegen

reG = Jdi: xe G,
G; Velggrraum bz Gi caG
x,y €G = di,j: z € Gy <Gy
k:mg{i’j} z,y € Gy

G Vektorraum
=

r+yeGy CG

ist G ein Untervektorraum von X und (G, g) ist obere Schranke der (G, g;)icr-
Damit existiert ein maximales Element (G, g).

¢) Annahme G # X. Sei 0 # z € X\G.

Dann existiert eine Fortsetzung (Lin(G, z), ) auf

G G Lin(G,z)

(G.9) < (Lin(G,2),9)
im Widerspruch zur Maximalitit von G, d.h.
G=X
]

Satz 34.5 Sei X ein K-Vektorraum, FF C X ein Untervektorraum, || - |:
X — K eine Halblinge und f : FF — K linear, stetig mit

Ve e F: |f(z) <]z |
Dann existiert eine lineare stetige Fortsetzung f X —» K mit
Vee X |f(x) <] x|

Sublinear ist nur bei R-Vektorrdumen verniinftig. In C existiert kein Grofler-
Begriff, deshalb bendtigt man eine Halbldnge.

Beweis. a) K = R : Eine Halblange ist sublinear.
b)1.)K=C:

Sei a € R. Wegen

uz +ay) =
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ist u R-linear. Wegen

|u(z)]

ist u stetig. Wegen

< SlF@I+ 5li@)
)
< I7l-Nel

Ve e F:lu(z)| < [f(@)] <[l |

Damit existiert eine R-lineare Fortsetzung @ : X — R mit

Ve e X : |u(z)] < p(z)
2.) Setze 5
f: X —-Czr a(x)—iu(iz)
Wegen
VaeR: flax) = d(ax)—iu(iazx)
= a(}](x) —ia(iz))
af(x)
und
flaty) = alz+y) —dali(z +y))
= a(e) —a(iz) +ay) - (i)
= [@)+fy)
und
fix) — ia(i%x)

ist f C-linear.
3.) Wegen
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gilt

f@) = cf(a)
~——
€eR
=27 cf(2) +cf(0)
2
(C—li;ear f(C.%‘) + f(cx)
2
Def;on f ’ll(Cl‘)
< e
Helblinge oz |=) 2 |

/()] < ||l
|

Satz 34.6 Sei X ein Langenraum.
a) Fiir jedes 0 # x € X emistiert ein stetiges lineares f : X — K mit

f@) = 1
1Fl = —

I |

b) Sei F C X ein Untervektorraum und f : F — K linear und stetig.
Dann existiert eine stetige lineare Fortsetzung f : X — K mit

I FI=0 7
¢) X’ trennt die Punkte von X.

Va1 # xo 3 lineares stetiges f: X — K: f(x1) # f(x2)

Beweis. a) Setze
g: Kz —-Kar—a

Il X = K,z e 121

(KA
1.) Sei a € R. Wegen
=
Izl = >0
’ I |l
[ az || = |
laz . = = |a = lal | 2 ||
" (KA Il |l

[tz ol +lzl_

H 21+ 22 ||*

Izl + 11 22 |
Il |l ’ ’

198



ist || - ||« eine Halbnorm.

2.) Wegen
glarx +cazr) = a1+ caz = g(a12) + cg(az)
VaeR: glax) = |a
lgll < 1
ist g linear und stetig.
3.) Es gilt
glx) = 1=l
lg(az)] = |al
a2
[Ea
= lla-z|.
VzeKz: [g(2)] < |z
Da || - || eine Halblinge ist, existiert eine stetige Fortsetzung f : X — K
mit
e x. < porlyl
1
[ |
Il |l
Wegen
x
= 1
H ||l H
€ Def €T
()l = b))
‘ ||| [ ||
g(z)=1 1
[ ||
gilt
Al = Sup, £ (=)l
S 1
el
1
[
Il |l
fl@) = g(x)=1



b) 1.) Setze

[l X = Koz —=[ £l = |

Wegen
(e £l ]=0
Faz [l = | £l az |
= lal I £ Il ||
= lal | .
fetylle = I flllz+yll
< A 10 [y
= lzl+1yl-
ist || - ||« eine Halblénge.
2.)

Ve e o |f@)] <[ f Il =] [

Damit existiert eine stetige lineare Fortsetzung f : X — K mit

VzeX:| f(iv)~|| < NfIe
LA < Ifl
- ~ XDF
1 fll= swp [fx)] = sup [f(z)| = f |
[|z]|=1,x€X [|z]|=1,z€F
il = 0fl

¢) Wegen x1 — xo # 0 und a) existiert ein stetiges lineares f : X — K mit

1= f(z1 —x2) = f(21) — f(22)
d.h.
f(@1) # f(22)
]
Satz 34.7 Sei X ein Lingenraum und V ein Untervektorraum mitdimV <

00. Dann ist V abgeschlossen und es ezistiert ein lineares stetiges P : X —
V mat

P2 =P
PX =V
Ply = idly
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Beweis. 1.) Sei ey, ..., e, eine Basis von V. Setze

n
gi:VﬁK,ZaieiHai

=1
Wegen
g (Z a;e; + CZ biei> = g (Z(ai + cbi)ei>
i=1 i=1 i=1
= a; +cb;

I

Q
Z 0
ilngh

D
~__—

+

o

K
VR

ist g; linear und stetig.
Damit existieren lineare stetige f; : X — K mit

1 firi=j
fi(eﬂ')_{o fiir i # j

2.) Da die f; : X — K stetig sind, ist
P:X = VoY fi(z)e
i=1

stetig. Wegen

Plx+cy) = Z filx + cy)e;
i=1

= Z fi(x)e; + CZ fi(y)es
= P(x)+cP(y)
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ist P linear.
3.) Wegen

Pli;ear < (x P ;
WO

= Z fi(x)e; = Pz
i=1
gilt
pP?=p
Sei » =>_7_, aje; € V beliebig. Wegen

n

D
i=1
n n

- 3w e
i=1 j=1

. n o n

S S i)

i=1j=1
N————’

=a;
n
= Z a;€; = 2
i=1
gilt
Ply = id|y

Wir haben gezeigt
V =PX = Null(1 — P)

Damit ist V' abgeschlossen. m
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35. Der Dualraum eines Langenraumes

Satz 35.1 Es existiert eine stetige zweilineare Abbildung
X'x X - R, (f,z) — f(z)
Beweis. Wegen
(fit+fo)l@i+22) = fi(z1)+ fi(ze) + faz1) + fo(z2)
(af)(bx) = abf(z)

ist sie zweilinear.
Sei limy, 00 fro = f,limy— 00 @, = . Dann ist (|| z,, ||)n beschrinkt und

HILH;O |fn(xn) - f('r)|
PR Y ((f = f)(2n) = flan — )]

n—oo
< m || f—fol[llzn [+ £ lim ||z, —2 |
T OO0 \ e, s’ . s” T OO0 N\,
—0 <c —0
0

]
Satz 35.2 Die Auswertungs-Abbildung
i X = X" xe (f e f(2))
st stetig, linear und langenerhaltend, insbesondere eins zu eins.
Beweis. 1.) Wegen
i(z)(arfi +azf2) = (arfi+azf2)(x)

= a1fi(x) + asfa(x)
= ari(x)(f1) + azi(x)(f2)

ist i linear.

2.) Wegen
Vie X i)l = @< Fl]
li(z) I = sup [i(z)(f)l
Ifllxr=1
< =

ist i(x) stetig.
3.) Es gilt

Vo #03g€e X' {g
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d.h. mit
X =K zlz]g(2)

gilt
] L UfI=llligl=1
Vr#03feX : {f(x)=||5€9(33):”x
und somit
li) | = s fi()(7)|
IFl=1
= sup |f(2)]
1Fl=1
> |z
li) I = Nzl
|

Bemerkung 35.3 ¢ : X — X7 ist lingenerhaltend, eins zu eins und X7 ist

vollstandig. Also erhalt man eine andere Vervollstandigung von i(X) durch
i1(X).

Satz 35.4 SeiT : X — Y stetig und linear zwischen Lingenrdumen. Dann
18t
T Y - X' f— foT

linear.

Beweis. Da T stetig ist, ist f o T" stetig. Seien f; : Y — K. Wegen

T (a1 f1 + a2 f2) (arf1+azfa)oT
arfioT +asfooT

= aiT'fi+aT'f>

ist T linear.
[}

Satz 35.5 T” ist eine Fortsetzung von T. Das Diagramm vertauscht.
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Beweis. Seien z € X, f € X’. Wegen

(T"i(@)(f) PTET (i) o TV)(f)
ey’

Def. von T?

Def.:von i (f o T) (gj)
= I

Def.:von i Z(T.T)(f)

gilt
i(Tx) =T"(i(z))

und das Diagramm vertauscht. m
Satz 35.6 Es gilt | T |=|| T' ||, insbesondere ist T’ stetig.

Beweis.

VieX'VaeX: [(T'f)(x) = |foT(a)
< fFINT= |
< AT
VieX' |IT'fI < IFIIT
1T < ||

Mehrfaches Ausfiihren ergibt

T < T I T |
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Da die kleinste obere Schranke iiber eine grofere Menge grofer ist, gilt

ITI =  sup [Tz
=1
sup | T”i(a) |
[li(z)[|I=1

i(x)cx” o
< sup || T"2" ||
lo”]|=1
= 7T
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36. Kugeln in Langenrdumen

Satz 36.1 Seic# 0 und X,Y Lingenrdume und T : X — Y linear.

B(0,r) = rB(0,1)
x4+ B(0,r) = B(z,r)
U TBx(0,ne) = T (U BX(O,n€)>
neN neN
¢By(yo,61) = By (cyo,co1)
TBx(0,cne) = ¢T'Bx(0,ne)
TByx (o, %) — TBx (0% — TBx(0,¢)
Tx+TBx(0,2¢) = T (z+ Bx(0,2¢))
Beweis. a)
x € B(0,r) |z <

x
7=t
g

r
x €rB(0,1)

=
=
= Zc B(0,1)
—

b)
yex+ B(0,r) < y—xze€B(0,r)
—= |y—zl<r
< ye€ B(z,r)
c)

y € U TBx (0, ne)
neN

<= dneN: yeTBx(0,ne)
< dneN3IreBx(0,ne): y=Tx
= dzxe U Bx(0,ne): y=Tx
neN
= yGT(U BX(O,n6)>
neN

207



d)

f) Wegen

gilt

und somit

11

I1

yECBy(yo,(sl) < H%—yoH <51

= |y—cyo ||< dic
<~ y € B(cyo,1¢)

y € TBx(0,cne)
I Yn)n : yn € TBx(0,cne) und lim y, =y

Hzp)n : xn € Bx(0,cne) und lim Tz, =y

xn)n ¢ || zn [|< ene und  lim T, =y
n—oo

Frere117

xn)n : ‘ Inll ¢ ene und lim 722 =Y
& n—oo c c
Hxn)n || Tn ||< ne und lim Tz, = Y
n—oo C
Y e TBx(0,ne)
c
y € TBx (0,77
zeB0e) = |zl=[%2-"<e
2 2
2 2
+x £
— — B (0, 7)
2 2

y € TBx (o, g) _TBy (0, %)

Aya)a s yn € TBx (0, %) ~TBx (0, g) und lim y, =y
zn)n, (T))n : Yo =Txy — Tal, = T(x, — z),)

und z,, 7, € Bx (0, %) und nler;Oyn =y

I@n)n: Yyn = Tay und ,, € Bx (0,¢) und lim y, =y
y € TBx(0,¢)
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g)

111

y € Tx + TBx(0,2¢)

321 € By (0,2¢
dxq € Bx(o, 2e

K
):
0

)
)

=Tx+Tx

y € T(z+ Bx(0,2¢))
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37. Vollstindige Abstandsraume

Satz 37.1 Sei X ein vollstindiger Abstandsraum. Dann gilt

X = U M, und M, alle abgeschlossen
neN
= dz€X Ie>03IneN: B(zr,e) C M,

)

@,

Abbildung 9: Beweisidee

Beweis. Annahme nicht. Da M offen ist, gilt

Ve € X Ve>0VneN: B(z,e)NMS #0
N———

offen
Seien xg € X, g0 > 0 beliebig.
) # B(zo,c0) N M{ ist offen
= I eXW<e < ;—2 : B(z1,2¢1) C B(zo,e0) N M§
n—1—n

0 # B(xn_1,6n_1) N MS | ist offen

;—2 : B2, 26,) C B(xp_1,6n1) N MS,

= dr,eXd<e, <
Betrachte die Folge (x,,)nen. Wegen
B(zni1,6nt1) C Bz, en)
gilt
Ym >n: xy, € B(xn,en)

€0
Ym >n:d(@m,Tn) < ep < on
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Damit ist (), eine Cauchyfolge.
Da X vollstéindig ist, hat sie einen Grenzwert x. Aus

d(@n,z) = lim d(zp,Tn,)
< ep
folgt
VneN: z € B(zn,2e,)C MS
VneN: z & M, 1
z ¢ X

ein Widerspruch. m
Satz 37.2 Die Vollstindigkeit ist entscheidend.
Beweis. Betrachte (Q, |- ). Es gilt
m
= U0
aber die abgeschlossene Menge {2} = () enthélt kein B(z,e) # 0. m
Satz 37.3 Sei X wvollstindiger Abstandsraum und fir F C C(X,R) gelte

Vee X 3K, >0 :sup f(z) < K,
feF

Dann gilt

dB(xo, R) 3C > 0 Vz € B(xo,R) :sup f(z) <C
feF

Beweis. Die Menge

A, = {meX:supf(x)gn}

feEF

N /' (=o0,n))

fEF

abgeschlossen, da f stetig

ist als Schnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Wegen

U F(oon)) = X

neN
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gilt

U = U N £ (=00,n))

neN neN feF

ﬂX
fer
- X

und mit dem letzten Satz

dzpe X 3R >03dn e N: B(xO,R)CAn{IGX:supf(x)gn}
fer

= 3B(zo,R) In > 0Vx € B(zo,R) :sup f(z) <n
feF

Mit C = n folgt die Behauptung. m

Satz 37.4 Sei X wvollstindiger Lingenraum, Y Lingenraum. Sei F eine
Menge linearer stetiger Abbildungen T : X —Y mit

Vee X 3K, >0: sup | Tz ||I< K,
TeF

Dann gilt
3C>0: sup | T|LC
TeF

Bewelis. Da
f: X =>Raw| Tz |

stetig ist, gilt mit dem letzten Satz

IB(zo,R) 3K > 0Vz € B(xzo,R): sup || Tz ||[< K
TeF

Fiir | z [|=1 und $K = C folgt

2 R
2 R 2
< —=||T| =+ xo + =T x
R 2 R ~—
€B(z0,R) €B(zo0,R)
4
< =K<

R

212



Satz 37.5 Sei X ein Lingenraum und M C X. Dann gilt
M ist beschrinkt < Vf € X' IKy >0: sup f(m) < Ky

meM
Bewels. ”<": Fiir
i(z): X' =R, f— f(x)
i:MCX— X" xw—i(x)

gilt nach Voraussetzung

Vfie X'3Ky >0 : sup im)(f) < Ky
i(m)Ei(]V[)CX”H(/—)/
=f(m

Da X’ vollstdndiger Lingenraum ist, folgt

3C>0: sup |i(m)||<C
i(m)e€i(M)

Da i langenerhaltend ist, gilt

AC>0: sup | m|<C
meM

?=". Sei M beschrinkt, d.h.

AC>0: sup | m|<C
meM

Dann gilt
VieX  [fm) <l flllml<C | f]

VieX' 3Ky =C| fl=0 : sté%f(m)SKf

Teste die Beschrénktheit von Mengen in einem Lingenraum durch lineare
stetige f : X — K. Ist eine Menge in alle Richtungen beschrinkt, dann ist
sie insgesamt beschrénkt. Das ist erstaunlich, denn in jede Richtung kénnte
es durch [-n,n] beschrankt sein und es gébe keine gemeinsame Schranke. Wir
haben aber gezeigt, es existiert eine gemeinsame Schranke.

Satz 37.6 Sei X wollstdndiger Lingenraum, Y Lingenraum und T, :
X =Y linear und stelig, sodaf

Ve € X : (Tn(x)), hat einen Grenzwert
Setze
Vere X: Te= lim T,z

n—oo

Dann ist T linear und stetig.
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Beweis. Wegen
T(ax+y) = lim T,(az+y)
n—oo

= a lim T,z + lim T,y

n—oo n—oo

= alxz+Ty

ist T linear. Da der Grenzwert lim,,_ ., T,z existiert und die Lénge || - ||
stetig ist, existiert

lim || Tpx ||

n—oo

und die Folge (|| T ||)» ist beschrankt durch ein K, > 0.

Vee X 3K, >0: sup || Tz ||< K,
neN

Da X vollstindig ist, folgt

AC>0: sup || T, IS C
neN

d.h.

Vee X:|Tz|| = lim || Thz|

n—oo

IN

T || T, [ 2 ]

Cllall

IN

und T ist stetig. m

Satz 37.7 Seien X,Y wollstindige Lingenriume und T : X — Y stetig
und linear. Dann gilt:

T ist auf = T bildet offene Mengen auf offene Mengen ab

Beweis. Sei € > 0 beliebig.
1.) Multipliziert man mit einem grofen n € N, so erreicht man alles

Vee X IneN:|z|<ne
= Ve X IneN:ze Bx(0,ne)

= X = | Bx(0,ne)
neN
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Es gilt

U TBx(0,ne) = T (U BX(O,n5)>

neN neN
= TX
T is;auf Yy
UTBx(One) = v
—_——

neN abgeschlossen

Da Y vollstindig ist, gilt mit § = % und yo = &+

Jyp €Y IneN3I§ >0: By(y,01) C TBx(0,ne)

B — &%\
~ 3y eYIneNIs >0: By (L2 cTBX(o,f)
2n’ 2n 2

= Jyo€Y 30 >0: By(yo,0) C TBx (0, %)
Aufserdem gilt
[2l<d=2z= z+3 — v
N—— ~~

€By (y0,0) €By (y0,9)
= (By (0,0) C By (y0,9) — By (y0,9))

Wegen
(*) lim z, =2, lim y, =y
= lim(z, —yn)=2x—y
folgt

S By (0,5)
C By (y0,0) — By (v0,9)
5

c  TBx (o, g) ~ TBx (o, 5)

C  TBy (o, g) — TBx (0, %)

friger m
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d.h.
36 > 0: By(0,8) C TBx(0,¢)
1 1l ——F7—

~ 39>0: By (025) C TBy (025)

2.) Sei y € By (0,d) C TBx(0,¢) beliebig. Dann gilt

yETBX(O,s)
y=Tz +a
= dz € Bx(0,¢): 5 S
! x(0.¢) { ay EBy(O,QA) C TBx(0, 57)
und
€
a1 € TBx (0,5)
g y:T21+T22+a2
S nx (0,.5) T
= F2EBx Do { as € By (0, %) C TBx (0, &)
n—1—n:
€
an-1 € TBx (O’F>
e . Jy=XliTz+an
= 3 € Bx (07 2*(”*1)) ' { an € By(o,%) - TB)((O, 2%)
Wegen

oo (o) )
Z | i |I< 52271 =2
i=1 =0

und da X vollstindig ist, ist

Z = Zzl € Bx(0,2¢)
i=1

definiert. Wegen
T stetig

Tz nlin;o T z": 2
i=1

n
n—oo
i=1

= lim (y — ay)
n—oo
= y— lim a, =y
n—oo
——
=0
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gilt

Yy € By (0,0) 3z € B,(0,2¢): y=Tz € TBx(0,2¢)
By(O,é) - TB)((O,2€)

3.) Sei U offen und = € U beliebig. Dann gilt

de>0: z+ Bx(0,2¢e) U
36 >0: By(0,0) C TBx(0,2¢)

und somit
Tz + By (0,9) C Tx + TBx(0,2¢)
Tmear iz 4+ By (0,2¢))
- TU
Wegen

VIxeTU 35 >0: Tx+ B(0,0) C TU
ist TU offen. m

Satz 37.8 Seien X,Y vollstdndige Lingenriume und T : X — Y stetig
und linear. Ist T umkehrbar, so ist T~1 stetig.

Beweis.
Tist auf = T ist offen
L4 U offen: T(U) ist offen
*elg 1 gt stetig
]
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38. Der Vektorraum X/F

Satz 38.1 Sei X ein Vektorraum, F C X ein Untervektorraum und

z+ F {z+f1feF}
X/F = {z+F|zeX}

mit
x4+ F=y+F < z—yecF
X/F ist ein Vektorraum durch

alz+F) = ar+F
(1 +F)+(x2+F) = (r1+22)+ F

Beweis. Da X ein Vektorraum ist, gilt
ar,r1 + x9 € X

und die linke und rechte Seite sind definiert. Seien o = x1+ f1,y2 = y1 + fo-
Wegen

De
@+ F) +wm+F) (@) +F
De
X m—fayp—f+F
FVekt__orraum To +y2 —|—F
Def
= (@2 + F) + (y2 + F)
und
Def
a(xy + F) = (ax1 + F)=axy —af + F
FVektzorraum azo + F
Red a(xa + F)

ist die Definition unabhéngig vom Vertreter. m
Satz 38.2 Sei X ein Lingenraum. Dann ist

lz+F|lx/p = inf{l|z4+2|x: z€F}
= inf{||z||x: z2—z € F}

eine Halblinge auf X/F und es gilt

| - || ist eine Linge auf X/F <= F=F
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Beweis. Es gilt

|+ F ||x/p =
a)
|2+ F | x/r
b) Sei a # 0.
| a(z + F) | !
Def

X Vektorraum,a7#0
F Vektorraum

X Vektorraum, a#0

Def

Sei a = 0.

inf{|| z 4+ ||x :

z € F}

inf{|| z—z+z||x: z2—x€F}
inf{|| z [|x : z—x € F}
= inf{]|z+z| : z€ F}
———
>0
> 0
| az + F |

zlg;f({HzH z—ax € F}

airgx{H az || : az —ax € F}
airéfX{HazH z—xz € F}

int {lal [ 2]+ =2 € F)
lal- [« + F |

10(z+F) = 0+ Fl=0=0]z+F|

c) Sei € > 0. Wegen

|2+ F llx/p=inf{]| o+ 2 ||x : = € F}
gilt
dwy e F:fz+F < ||x+w1H+g
Swp €F: y+F | < fly+uws|+5
und somit

I (@ +y)+Fllx/r

IN

IN A

inf{l|lz+y—+z|x:2z€F}

T+y+ w1 + Wa
N—_——

€F, da Untervektorraum x

[ z+w l|x + [y +ws|x

le+Flx/p+1ly+Fllx/r+e
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Da € > 0 beliebig war, gilt

I @+y)+ Fllx/r<llz+ F llxye + |y + F llxe

d) Wegen
|24+ F ||x/p=0 <= inf{{|z+z]x: 2€F}=0
< Jwp)pinF : lim [|[z4+w,|=0
el Hwp)pin F @ lim w, =z
— =z€F
gilt
|| - || ist eine Lange auf X/F
EL (|e+F|xp=0=2+F=0+F)
— (reF=2x€ck)
<~ F=F
[

Satz 38.3 Sei X ein Lingenraum und F ein abgeschlossener Untervektor-
raum. a)
p: X —>X/Fx—z+F

ist linear, stetig mit || p ||< 1 und bildet offene Mengen auf offene Mengen
ab.
b) Ist X vollstindig, so ist auch X/F vollstindig.

offenes Intervall

offene Kugel

Abbildung 10: p: R? — R
Beweis. a) Wegen

plaz+y) = ar+y+F
alz+ F)+ (y+ F)
= ap(x) +p(y)
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ist p linear.

b) Es gilt
Vee X :|lp) || = la+Flx/r
e inf{) 2 4o ||x |2 € F}
z=0
< lzlx
[pll < 1

und p ist stetig.
c) Bx(x,¢), Bx/p(x + F,¢) sind offen. Wegen

z+FeBx+Fe) <+ |z—a+F|xp<e

24 inf{l| z —z+ f|x | feF}<e
<— 3dfeF:||z—x+f]|x<e
< 3dfeF: z+ f€ B(x,¢)

< z+FeB(ze)+F

gilt
p(B(z,e)) = B(z,e)+F
= B(z+ F,e)

Damit ist p offen.
d) Sei (x,, + F),, eine Cauchyfolge in X/F.
Wihle eine Teilfolge (xy,, + F'), mit
||($nj + F) - (an—l + F)HX/F
= inf{||zn, —n,_, +2||x: 2€ F}

1
2j+1
Dann gilt
1
Jw; € F: ||xnj — Tny_, +wj||x < %
Mit
k
Ty +F = (@ng + F)+ Y ((@n, + F) = (2n,_, + F))
j=1



folgt

k
Vk e N: l'no'f'Z(xnj — Tnj_y +wj)
Jj=1 X
k
< | Tng | x JFZ ||x”j — Tnj_y +wj“
=1
<

=1
| Zno [1x +Z§
j=1

= || @p, [Ix +1.
und

o0
| Zno Ix +Z Hxnj iy —&-ij
j=1

hat einen Grenzwert im vollstindigen X und somit hat

o0
Z=1Tp, + E (an — Tn,;_, + wj)
Jj=1

einen Grenzwert.
Da p stetig ist, gilt:

;€

k
Ty, + F F Tng + Z ('rnj - xnyfl + ’LUj) + F
Jj=1

z+ F

klim Tp, +F

Da eine Teilfolge der Cauchyfolge einen Grenzwert hat, hat die Cauchyfolge
diesen Grenzwert.
Da die Cauchyfolge beliebig gewihlt war, ist X/F vollstindig. m

Beispiel 38.4 Sei X = R? und dim F = 1.
R?/F sind die Parallelen zu F und || x + F | x,p ist der kirzeste Abstand
zum Nullpunkt, siehe Abbildung.

Satz 38.5 Seien X,Y wollstindige Lingenrdume T : X — Y stetig, linear
und auf. Dann ist

S: X/Null(T) - Y,z + NulT— Tz
umkehrbar und S, S~ sind linear und stetig, aber nicht notwendig linge-

nerhaltend.
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Abbildung 11: z + F in R?/F

Beweis. Da Null T abgeschlossen ist, ist X/Null(T) ein vollstandiger Lin-
genraum. Definiere

S X/Null(T) = Y,z + Null(T) — Tx

T
X — Y
NS
X/Null T

1.) Wegen

x+ Null(T) =y + Null(T) x—y € Null(T)
Tx—y)=0
Tx =Ty

S(x+ Null(T)) = S(y + Null(T))

Pl

ist S unabhéngig vom Vertreter.
2.) Wegen

S(ax + Null(T) +y+ Null(T)) = T(az+vy)
alz+Ty
aS(x+ Null(T)) + S(y + Null(T))

ist S linear.
3.) Da T auf ist, ist S auf.
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4.) Wegen

S(x + Null(T)) + S(y + Null(T))

ist S eins zu eins.
5.) Wegen

Vz € Null(T) :

IN

gilt

Tx =Ty

Tx—y)=0

x—y € Null(T)

x+ Null(T) =y + Null(T)

Ul

| S(@ + Null(T)) [ly

| S(z+ 2z 4+ Null(T)) |ly
| T(z+2) Iy

1Tl =+ =[x

| S+ Null(T)) [y < [T|inf{[|z+z[x: z€ Nul(T)}
[T - |l @+ Null(T) || x/Nuu(r)

Damit ist S stetig.

Da X/Null(T) und Y vollstéindig sind, ist S~ stetig. m
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39. Topologische Vektorrdaume

Man mdchte stetige Abbildungen zwischen Vektorrdumen betrachten. Dafiir
bendtigt man eine Topologie. Insbesondere sollen Addition und Skalarmul-
tiplikation stetig sein bzgl. der Produkttopologie. Ab jetzt gilt K = R oder
K = C. Meist ist C nétig.

Definition 39.1 Sei X ein K-Vektorraum und topologischer Roum.
X heifit topologischer Vektorraum <—-

+: XxX - X, (z,y)—z+y
Kx X — X, (a,2) — ax

sind stetig fir die Produkttopologie auf X x X bzw. K x X.

Satz 39.2 Sei X ein topologischer Vektorraum, V. C X ein Untervektor-
raum. Dann ist V' ein Untervektorraum.

Beweis. Seien x,y € V beliebig.
Dann gibt es Netze in V mit x; — z,y; — ¥.
Da V ein Vektorraum ist, ist (z; + y;); ein Netz in V und wegen

X top. Vektorraum

Ty — XY =Y = Ti+ Y —T+Y
——
ev
gilt -
z+yeV

Da V ein Vektorraum ist, ist ax; ein Netz in V und wegen

X top. Vektorraum

a— a,r; — T = ar; — axr
~—
ev
gilt
ax €V
|

Satz 39.3 Vz € X ist
T, X —>Xzx—x+z2

umkehrbar und T,, T ' sind stetig.
Ein topologischer Vektorraum sieht also in jedem Punkt gleich aus.
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Beweis. Gelte z; — x. Wegen

T(a:l) —z, 42 X top. Vi1)<torraum T4z = T(:C)
sind T, ! = T_, und T, stetig. m

Satz 39.4 Sei T : X — Y eine lineare Abbildung zwischen topologischen
Vektorraumen. Dann gilt

T ist stetig <= Jz € X : T ist stetig in z

Beweis. ” =" Da T stetig ist, ist es in z stetig.
" <" Sei x € X beliebig und z; — x. Wegen

X top. Vektorraum
—

Ti— T+ =2 r—r+z==z

und da T stetig in z ist, gilt

T = Tei =Tr+Tz+Tr =Tz
T linear T(xi—x+2)+Te—Tz
Y top. Vektorraum 7, - +Tx — Tz
_ Tx

Da x € X beliebig war, ist T stetig. m
Satz 39.5 Sei X Lingenraum. Mit
d(z,y) =z —y |
ist es ein topologischer Vektorraum.
Beweis. Seien x,, — z,y, — y. Wegen

||xn+yn_x_y|| < ||xn_x‘|+||yn_y”

< £.8_.
- 2 2

gilt
Tn+Yn =T +Y

Sei a, — a,x, — x. Mit

| anzn —anz +anz —az || < a| || 20 — 2 || +lan —al || z ||
— 0
gilt
Ap Ty — Q- T
| |
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40. Lokalkonvexe Vektorraume

Definition 40.1 Sei P eine Menge von Halblingen auf dem Vektorraum
X.
Fire >0 und F C P,|F| < oo setze

Vee = {2e€eX |VpeF p()<e}
V = {Vpe : FCP,|F|<o0,e>0}

a) Durch
UcCX istoffen <= Ve e U IVp. €V: o+ Vp. CU

erhdlt man eine Topologie auf X. Damit heifit (X, P) lokalkonvezer Vektor-
raum.
b) Die x4+ Vg sind eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. a) () ist offen: Fiir kein = € () ist etwas zu zeigen.
X ist offen: Fiir beliebige Vi, gilt

T+ VF,E cX
Seien Uy, Us offen, d.h.

HVF,-,Q rx+ VFi75i cU;

Wegen
VFlqu,min(sl,EQ)
= {zeX|Vpe FLUF,:p(x) < min(ey,e2)}
C {zeX|VpeF:pla)<aln{zeX|Vpe F:p(x)<ea}
- VFl’al N VF2752
gilt

T+ VFIUF27min(51;52) c (Qf + VF] »51) N (T + VF2»82)
c UiNnU,

und U; N Uy ist offen.
Seien U, i € I offen

JTEUUZ = Hiotl‘EUi
el
= IVp.eV:iz+Vp. C U, C U

icl
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und (J;; U; ist offen.
b) x + Vp. ist offen nach Definition und wegen

V offenen U(z) 3 offenes x + Vi : 2+ Vi CU

ist 4+ Vg Umgebungsbasis. m

Satz 40.2
x; —0 < VpeP: p(x;) >0
Beweis.
Vpe P:p(x;) =0
2ef Vp e P Ve >0 TigVi>ip: play) <e
OEMEIETI YL €V Tig Vi > g i € Ve

£ (z:); — 0

[

Definition 40.3
T, > x <= x;—x—0

Satz 40.4 Ein lokalkonvezer Vektorraum ist ein topologischer Vektorraum.
Beweis. a)

r; —xund y; —> y

24 VpeP: plx —x;) —0und p(y —y;)) — 0
Halblédnge
= WpeP:plty—zi—y) < plE—x)+ply-—y)—0

= Tty —T+Y

b) Seien a,, — a und x; — x. Dann ist (a,), durch ein C' > 0 beschrankt
und es gilt

planz; —azx) = plapz; —aps + apz — ax)
< an| p(zi — ) +|an —a| - p(x)
~ ——
<C —0
— 0
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T X9 1

Abbildung 12: Zwei Halbléingen

Beispiel 40.5 Seien 1,22 € [0,1] mit 1 # xo. Auf dem Vektorraum der
f:[0,1] = R erhdlt man zwei Halblingen durch

pi S [0,1] = R} — [0, 00), f = [f ()]

Diese erzwingen, daf (f;): in den beiden Punkten einen Grenzwert hat. Auf
das Verhalten in allen anderen Punkten, haben die zwei Halbldngen keinen
Einfluf. D.h. eine Familie von Halblingen kann verschiedene Funktionen
evtl. nicht unterscheiden. Nimmt man aber fir alle Punkte v € [0,1] die
Halblinge hinzu, so erhdlt man den punktweisen Grenzwert.

Beweis. Wegen
pi(f) = |f(z;)| >0
pi(fi+fo) = [(fi+ f2)(@)] < [fr(zy)] + [folzy)]
pi(af) [(af)(zj)] = |al| f(z;)]

ist p; eine Halblénge. m

Satz 40.6 Sei (X,P) ein lokalkonvezer Vektorraum.

Fiir eine Halblinge q auf X sind gleichwertig

a) q ist stetig

b) q ist stetig in 0

¢)3p1,....pn € PIAC >0Vr € X : ¢q(z) < Cmax?_; pi(x)

Beweis. a) = b): Da q stetig ist, ist es stetig in 0.
b) = c¢): Da q stetig in 0 ist, gilt

IWVrs:q(Vrs) C B(0,1)
d.h.

W1, P €PIO>0Vi=1,...,n: (pi(z) <d=q(z) <1)
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1. Fall: Sei z € X und ein p;(z) # 0. Dann gilt

Ve e X : pi(m> < %§<5

max?_; p;(x) max? ; p;(x) 2

Vee X q(ﬂs/?> < 1

max? ; p;(z)

2 n
q(z) < gmaxpi(x)

Setze

2. Fall: Sei C' > 0 beliebig.
Vi=1,...,n:pi(x)=0

Halbgorm 4 ¢ [0,00) Vi=1,...,n: pi(ax) =0
= Va € [0,00) : g(azx) <1
= Va € [0,00) : ag(z ) 1
= q(z)=0= Cr?_alxpi(x)

c) = b):
z,—0 = Vji=1,...,n:pj(z;) =0
= q(xi)écrjnéfpj(xi)ﬁo
d.h. q ist in O stetig.
b) = a):
T, —oxr < x;—x—0

= q(z) = q(zy)] < gz — 4

—0

)‘ qin ()_ftetig 0

= q(z;) — q(z)
(]

Satz 40.7 a) Jede der definierenden Halblingen eines lokalkonvezen Vek-
torraumes ist stetiqg.

b) Jede stetige Halblinge q kann zu P hinzugenommen werden, ohne die
Topologie zu verdndern.

c) max}_, p; ist stetig und eine Halblinge.

szmt man diese Halblinge und alle anderen stetigen Halblingen hinzu,
so erhdlt man eine mazimale Familie P’°. Die Stetigkeit lifit sich dann mit
einem p' € P’ gberprifen, do max? | p; € P’
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Beweis. a)

Ve e X : p(x) < p(x)
b) Da q stetig ist, gilt
gz —x;) < Cm%i(pj(x — ;)
]:

und
Vpe PU{q}: plx —2;) -0 <= VpeP: plx —z;) =0

Damit definieren P U {¢} und P dieselben Netze und somit dieselbe Topo-
logie. ¢) Wegen

maxp;(z) > 0
j=1

maxp;(br) = max|b|p;(x) = |b| maxp;(z)
Jj=1 j=1 Jj=1

maxp;(v+y) < max(p;(z) +p;(y))
< maxp;(x) + maxp;(y)
j=1 Jj=1

ist es eine Halblange. Mit C' =1 und

mréxpj < Cm%xpj

j=1 j=1
ist maxj_; p; stetig. m
Satz 40.8 Sei T : V. — W linear zwischen lokal-konvexen Vektorrdumen
(V,P),(W,Q). Dann sind gleichwertig
a) T ist stetig
b) T ist stetig in 0

c)Vq € Q:qoT ist stetig
d)Vqe @ Ip1,...,pp € PIC >0V eV : qoT(z) < Cmaxl ,p;(x)

Beweis. a) = ¢):

3

r, —wr = Tzx;—Tx
= WgeQ: qoT(x) — qoT(x)
c) = a):
zi—a 2 VgeQ: qoT(x;) — qoT(x)
D:e>f Tr;, —» Tx
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a) = b): Da T stetig ist, ist es stetig in 0.
b) = a): Da V, W topologische Vektorrdume sind, gilt

Ti— T Rt zi—x— 0
e T(x; —x)—0
M Py — Tz — 0
Def Tx, —» Tx
c) & d): Da T linear ist, gilt
qoT(x) = 0
goT(ax) = q(aTx)=]alq(Tx)
(T(x+y) = qTz+Ty) <qlTz+qTy

und g o T ist eine Halblinge.
Dafiir haben wir es schon gezeigt. m

Satz 40.9 Sei (X,T) ein lokalkonvezer Vektorraum. Dann sind gleichwertig
a) Die Topologie trennt die Punkte

b)Ve#£03peP: p(z)#0

¢) AV Ny,..ev = {0}

Beweis. a) = b): Sei « # 0. Da die Topologie die Punkte trennt, gibt es
VE &1, VFy e, mit
VF17€1 n (.’B + VF27€2) =0

Da x & Vi, ¢, gilt
e F:pi(z) >e1 >0

b) = c¢): Wegen

Ve#£A03IpeP: plx) # 0
0

Vpe P: p(0) =
gilt
ze(\Vre < VpePVe>0:plr)<e
Fie

< VpeP:plx)=0

Vor.

— z=0

= [\Vre={0}
F.e
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¢) = a): Selen = # y. Wegen

ﬂ VF,E = {O}
F.e

gilt flirx —y #0
IVre: -y

IV R

VF,E
e Ip € F: pr(z—vy) €

Annahme:
3z € (24 Vies) N (y+ Vi)

Dann gilt fir p € F
plz—1z) <

p(z—y) <

Wl mw|m

und es folgt fiir p; € F

e < pi(z—vy)
pi(r—z—(y—2)

< pilx—2)+pi(y —2)
< 2
3

ein Widerspruch und somit

(4 Viess) N (y+ Vpeys) =0
]

Definition 40.10 a) V ist konver <—
Ve,ye VVte|0,1]: te+(1-t)yeV

Fir z,y in V ist auch die Verbindungsstrecke in V.
b) V ist kreisformig <—

VeeVVaeK la|<1l=axeV
¢) Vist absorbierend <—
VzeX 3Jda>0: z€aV

Man erreicht jeden Punkt durch ein Vielfaches von V.
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Satz 40.11 Sei 0 € V und V konvex. Dann gilt
VO<t<l:tzeV
Beweis. Da V konvex ist, gilt

Vo, zeVVO<t<l: te+(1—-t)0e€V
=0

Satz 40.12 Sei (X, P) ein lokalkonvezer Vektorraum. Dann ist Vi kon-
vex, kreisformig und absorbierend.

1IN
NI

nicht absorbierend absorbierend absorbierend
Abbildung 13: absorbierende Mengen

Beweis. a) Seien 2,y € V und ¢t € [0,1] und p € F. Wegen

pltz+(1—1t)y) < t@ﬂl —t)@

te+(l—tle=c¢
tr + (1 — t)y S VF,E

A

ist Vp . konvex.
b) Seiz € Vund a € K, |a| <1 und p € F. Wegen

VpeF: plax) = lalp(x) <p(zr) <e
ar € Vpg

ist V. kreisférmig.
¢) Sei z € X beliebig.
1. Fall: Vp € F: p(z) = 0. Dann folgt

T € va’,S
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2. Fall: Ist ein p;(x) # 0, so gilt fir F = {1,...,n}

ming_; & min}_; &
P P — e < —pi(x) < g5
P ( 2max?_; p;(x) ~  2max? pi(x)pl( ) <&

AT
min, 4 &;
=11
: S ‘/RE

9 max? ; p;(z)

Damit ist V. absorbierend. m

Satz 40.13 Sei b > a > 0 und M kreisformig oder 0 € M und M konvex.
Dann gilt
(Ja>0:z€aM)= (VYb>a: x €bM)

Beweis. Da X ein K-Vektorraum ist, gilt

T €aM = EGM
a
Vor.:f;irM EEEM
b a
~—
<1
T
= —eM
b
= r € bM

Satz 40.14 1.) Sei X ein K-Vektorraum und M C X konvezx, kreisfor-
mig und absorbierend. Dann gill

pu(z) =inf{a>0:2 € aM}

eine Halblinge auf X.
2.) Ist M absorbierend und konvex und 0c M, so ist py sublinear.

Beweis. 1.) a) Da M absorbierend ist, gilt

VeeMJda>0: z€aM

und somit
pu(z) =inf{la>0:2 € aM} < 0

b) Es gilt
VaeC3ceC,lcf=1: a=cla|
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Da M kreisférmig ist, gilt fiir [c| = 1 und |c7}] =1

reM = clzeM
= xe€cM
zrecM = clzeM
= z=cclzeM
cM = M
Da X ein K-Vektorraum ist, gilt

rebM <+<— ax€abM

<= az € |albcM

Y=Y aa e |a|bM

und somit fiir |a| > 0

pu(ax) Ded inf{b > 0:ax € DM}
lo[20 inf{|alb > 0: ax € |a|bM}
= |a|inf{b > 0:ax € |a|bM}
2 a|inf{b>0:x € bM}
o[>0 |a|inf{b > 0:z € bM}
Def
= lalpam(x)
Fiir a = 0 gilt
pum(azr) = pu(0) = 0 = Op (z)
c) Da

pu(z) =inf{a>0: z€aM}
gibt es eine Folge (a,), mit a, | pas(z) und
T € a, M

Das ergibt

Ve>03IneN: py(z)+e>ay

M e s 0:ize (py(x) +e)M
= Ve>0: —— e M
pu(r) +e
Seien z,y € X. Fiir
t= P () + €1 € [0,1]

" opm(@) +pu(y) +e1 +en
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gilt

Ve >0: x eM
pu(x) +e
Mlovex T j(1—t)— L e M
pum(T) + &1 pum(y) +e2
eM eM
t einsetzen T+ Yy
=

eM
pum(x) +pm(y) +e1+e2
= 4y € (pm(x) +pu(y) +e1+e2)M

Da €1, 9 beliebig waren, folgt
pu(zr+y) = inf{a>0: z+ye€alM}
< pm(@)+pm(y)

2.) a) Wie in 1.) a) ist pps definiert.
b) Sei a > 0. Dann gilt

pu(ax) Def inf{b > 0:ax € DM}
=" inf{ab>0:ax € abM}
= inf{ab>0:2€bM}
=" ainf{b>0:z€bM}

= apu(x)
Fiir a = 0 gilt
pu(az) =0 = Opp ()
c) Wie in 2¢) zeigt man
py(z+y) < pum(z) +pum(y)
[

Bemerkung 40.15 a) M ist kreisformig = M ist kreisformig
b) Sei M konvex, abgeschlossen und kreisférmig. Dann gilt

1 _
§Mc{x | pm(x) <1} Cc M C{z | pu(z) <1} C M
Beweis. a) Sei y € M, d.h.

3(yn)n inM:y,—y
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Da M kreisformig ist, gilt

Vie|<1: cy, e M

Wegen
CYn — CY
gilt o
cye M
b) i)
1 . 1
m€§M = 1nf{a>0::z:€aM}§§
e 1
Déf pM(CE) < 5 <1
= zec{z|pulx) <1}
ii)
Def .
pu(z) <1 = infla>0:z€aM} <1
= ECLO <1l: z€ aoM

M kreisformig
= reM

iii) Fiir x € M ist € 1 - M und somit

reM=1-M = inf{fa>0:zeaM} <1
= pu(z) <1

iv) Sei par(z) > 0.

pu(x) <1 = O<c=inf{fa>0:z€aM} <1
= an)n:an | cund x € a, M
= Im, e M : x=a,m,
Mabgghlossen m,, = x - T eI
an c
= x €cM
Hkrei:sgﬁrmig - EM
und
pu(z)=0 = 2€0-M
= z=0e€M
[

238



Satz 40.16 Sei X ein topologischer K-Vektorraum. X ist lokalkonver <—
jede Nullumgebung enthdlt eine absorbierende, kreisférmige, konvexe, offene
Menge M.

Beweis. “=": V. ist absorbierend, kreisférmig, konvex und offen.
“«<" In einem topologischen Vektorraum sieht jede Umgebung so aus wie
die Nullumgebung, deshalb betrachte nur diese. Wegen

1

M ) 1 M
5 C{z|pul@) <l}c M
EVT cTp eT

sind die Nullumgebungsbasen ineinander enthalten. Damit gilt

T Cc TpCT
T = Tp

Satz 40.17 Sei X lokalkonvex, Y ein Untervektorraum, f : Y — K stetig,
linear. Dann ezistiert eine stetige lineare Fortsetzung

f:X—>Kmitf|y=f
Beweis. Da f stetig ist, gilt

1o pn IC 20V €Y [ f(y)] < Cmiaxp;(y)

Da max?_, p;(y) eine Halbldnge ist, existiert eine Fortsetzung f: X —>K
von f mit
Vo€ X ¢ |f(@)] < Cribepi()

und f ist stetig. m

Satz 40.18 Sei X lokalkonvexer R-Vektorraum. Sei M C X abgeschlossen,
konvex und 0 € M. Dann gilt

f(CC()) >1

Vaog ¢ M 3 stetiges, lineares f: X — R: { VreM: f(z)<1

Beweis. a) Da M offen ist, existiert eine konvexe, kreisfsrmige, offene,
absorbierende Nullumgebung V mit

(wo+V)NM #£0

239



.:E 0

A
N

Abbildung 14: f : X — R teilt den Raum auf in Niveaulinien

<xo+‘2/>ﬂ<]\/[—|—‘2/)7é@

Da V kreisférmig ist, gilt

Annahme:

v eV = —veV
und es folgt

Jvi, v €V, me M : xo—l—%:m-&-%

1 1
= $0+§(—U2)+§U1=mEM

—_——
€V, da V konvex
= (zo+V)NM#D

ein Widerspruch. Damit gilt

v
<$0+2>Q<NI+‘;)@

b) Da ¥ absorbierend ist und 0 € M, ist

Vv
M+ —
+ 2
absorbierend.
c) Wegen
v v
) w10 (e )
= (tmy+ (1—t)ma)+ (t% +(1- t)%)
eM Y
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ist M + % konvex. Wegen

0Oe M CM+ g

ist pprq v sublinear.
Wegen .

xo € M + K

2

gilt

pM—&-%(IO) >1
Dann ist

[ Razo — R, axg — apyy v (xo)

linear mit

f(wo) = pPuryy (o) >1
Vo € Rag: |f(z)| < pMJr%(m)
Dapy,, ¥ sublinear ist, existiert eine lineare stetige Fortsetzung f : X — R

mit

flzo) = p]\/IJr%(xO)
VeeX: f(z) < puypy(@)
Es gilt
MCM+% = VeeM: py y(x) <1

= VYeeM: f(r) <1

Wegen

:cGaZian(MJr‘g)
gilt
Vo e X : f(x) PM+%(55)

<

= inf{a>0:x€a<M+‘2/)}
%C]\gpr% inf{a>0 : an‘Q/}

<

py (x)
d.h. f ist stetig. m
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Satz 40.19 Sei X lokalkonvexer Vektorraum, Y C X abgeschlossener Un-
tervektorraum und o € Y. Dann gilt

R
HstetzgeslmearesﬂX_’K’{ver:f(y)=0

Beweis. 1.) K=R. Da Y abgeschlossen und konvex ist mit 0 € Y, gilt

g(xo) > 1

c . : .
Vxg € Y 3 stetiges lineares g : X — R{ VreY :g(z)<1

Da Y ein Vektorraum ist, gilt
VeeY :g(z)=0

Setze nun .

flz) = ——g(x
(z) (o) ()
2.) K = C. Fasse X als R-Vektorraum auf.

Da Y @ Rizy abgeschlossener Vektorraum ist, wihle mit 1.) ein stetiges
R-lineares

h: X —R
mit
h(zg) = 1
h = 0auf Y & Rixg
und setze

f:X —C,xw h(z)—ih(ix)

Dann ist f stetig. Sei a € R. Wegen

fliz) = h(iz) —ih(i*z)
ih(z) + h(ix)
if (x)
flazy +x2) = h(axs + z2) — th(i(az + x2)
ah(a:l) — Zh(ll‘l) + h(l‘g) — ’Lh(Zzg)
= af(z1) + f(z2)

ist f C-linear und

f(.’L'()) = h(.’t()) +1 h(ZiC()) =1
N——

=0

Il
o

fly
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41. Hilbertraume

Definition 41.1 Sei H ein K-Vektorraum und a,b € K, z,y,z € H. Die
Abbildung (-,-) : H x H — K mit

heifit Halbskalarprodukt < FEs gilt 1.) -3.)
heifit Skalarprodukt < FEs gilt 1.)-4.).

Satz 41.2 Sei (-,-) ein Halbskalarprodukt und || = ||= /(z, x).
@)
(zyax +by) = a(z,x) +b(zy)
(x,z) € R
lz+yl> = Il + =y + @+ lyl?
o) < lalllyll

b) Ist {-,-) Skalarprodukt, so gilt

[{z,y) | =]z ||l y || = =z,y sind linear abhingig
c) || - | ist eine Halblinge.
d) || - || ist eine Lange < (-,-) ist ein Skalarproduki.
Beweis. a)
(z,ax +by) = (aw+by,z2)
= a(z,2)+b(y,2)
= a(zz)+b(zy)
(x, ) 2 (z,xz) eR
und
le+yl* = (@+ya+y)

= (z2) + (2,9) +{y,2) + (y,9)
Iz 1?4+ (z,y) + (@, 9)+ | v II?

1. Fall: (z,y) = 0 erfiillt

@y [ =0<[lz vl
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2. Fall: Wegen

(0,y9) = 0(L,y)=0
(z,0) = x,1) =
gilt
(,y) #0=>z#0#y
Mit
JeeClel=1: [(z,y) | =C(z,y) = (z,cy)
gilt vt € R:

0 < [la+tey|= (& +tey,x + tey)
= @ |+ (@ tey) + (w,tey) + 8 |y | |c?
~—
=1
= = > +2tf e, y) |+ [y |I?

=: h(t)
Durch Ableiten erhilt man das Minimum von h
0 = h(to) =2t ||y |*+2|(z,y) |
W'(to) = llyl*>0
in
\ L)
|y |2
d.h.
0 < ht)
|y P () [P 2
| | 2 + |y |l
I yl? |yl
2 _‘ <$7y> |2
2 ———%
Iyl
() P < eyl
b) “=": Wegen

K" (to) =[l y *> 0
= I/ ist streng monoton wachsend
N { B'(t) >0 fiir t > to
W(t) <0 firt<ty

h streng monoton wachsend fiir ¢t > ¢
= ..
h streng monoton fallend fir t < tg
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ist das Minimum von h eindeutig. Deshalb gilt:

| =lzlllyl <= h(to))=0
= |z +tocy [*=0
— (z+tocy,xz+tocy) =0
<~ x+tocy=0
= z,y sind linear abhingig

“<” Seien x,y linear abhingig, d.h. x = ¢y. Dann gilt

z,y) | = e |[{z,2) [ =lc|- ||z IP=] 2 || y ||
c)
[z] = {(z,2)>0
|az || = +/{az,az) = |a]\/(z,z)
= Ja| || = |
lz+yl? = |z + @y +{@y+]yl?
< Nz |?+2 @y |+ y Il
< JlzlP+2lalllyl+lyl?
= (lz|+yl?
d)
z=0 228 3 |]2= (z,z) = 0 TFILERMM
| |

Definition 41.3 a) Ein K-Vektorraum H mit Skalarprodukt heifit Prihil-
bertraum.
b) Ist H vollstindig bzgl. der Linge || - ||= \/{-,"), so heifit H Hilbertraum.

Satz 41.4 a) Eine Zweilinearform oder Eineinhalblinearform T ist stetig
<~
C=20: Tyl <Clazllyl

b) Das Skalarprodukt ist stetig.
Beweis. a) “=" T stetig ist in 0 <=

Ye>036>0 :T(B(0,9) x B(0,9)) C B(0,¢)
Wihle zu € = 1 ein passendes 6 > 0. Dann gilt:

[z ll<éllyll<d=I[T(x,y)] <1
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4

Seien x,y beliebig und C = 4.

T (2, y)|

4 z 6 y 6
2y T( )\
=iy | 52 |7\ g2 T2

IA

Clzlliyl
Mit C = (;% folgt die Behauptung.
‘<" Seien
lim ||z, —2|=0und lim ||y, —y|=0
Da (|| y, ||)n beschrénkt ist durch ein K > 0, gilt
0 < lim |T(zp,yn) —T(z,y)]

Jim (T (@, yn) = T(xn, y)l + lim |T(20,y) = T(2,y)]

lim |T(xn,yn —y)| + lim |T(z, — z,y)]|
n— 00 n—o0

< Cllan || lim [y, —y || +C lim [z, —z [y ||
N — V30 n—oo
<K
=0
b) Wegen

[y | <[l Iy |
folgt mit C =1 die Stetigkeit. m

Satz 41.5 a) K" ist Hilbertraum durch

n
=1

b) Jeder abgeschlossene Untervektorraum F eines Hilbertraumes H ist ein
Hilbertraum.

Beweis. a)

n

n n
Z(aaji +byi)z = ainzi + beLzZ
i=1 i=1 i=1
n n
Z Tiy; = Z YiTi
i=1 i=1
n

i=1

n n
Zmﬁi = Z|xi|2:O:>V1§i§n:xi:0
i=1 i=1
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Wir haben in der Einfiihrung gezeigt:

Eine Folge (a.,)m in K™ hat einen Grenzwert <

Fiir 1 <i < n haben alle Folgen (a’,),, haben einen Grenzwert in K.
Da K vollsténdig ist, ist somit K" vollstandig.

b) Sei (x,), Cauchyfolge in F.

Da H vollstidndig ist, hat sie einen Grenzwert x € H.

Da F abgeschlossen ist, gilt z € F.

Damit ist F vollsténdig. m

Satz 41.6 Fir ein Skalarprodukt gilt
le+yl® +llz—ylP=20z >+ ]y *

und

e 1
FirK=R: <x,y>=Z(H$+yH2_||x_yH2)
1 3
FirK=C - <x7y>21;¢k | =+ %y |2

Aus der Lange erhdlt man also das Skalarprodukt eindeutig zuriick und jedes
lingenerhaltende T : Hy — Hs zwischen zwei Hilbertraumen erhdlt das
Skalarprodukt:

Vo e Hy: || Tol[m=] v llm
= Yo,w € Hy: (Tv,Tw)y, = (v,w)y

Beweis. 1.)
faz+yllP+lz—yl?
= 2”‘%”2 +2 Hy||2+<“Lay>+<£ay>7<xay>i<xay>
2(l 1>+ 1y 1?)
2.) K=R:

le+y > =llz—yl?

(z+y,x+y) —(z—y,x—y)

(T, 2) + (2,y) + (¥, ) + (¥, v) — (z,2) — (@, 9) — (¥, 2) + (¥, 9))
= 4(z,y)
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K = C: Wegen

3
Do = it (<14 (-i) =0

3
D EDF = 1 () 1+ (1) =0

k=0
gilt
1 3
ZZik<x+iky,x+iky>
k=0
1 3
= 12 [Flwa) +i% T (2, y) + % (g, 2) + 58 ()
k=0
1 > 1 > 1 > 1 >
_ -k k -k
= plez)) i +Z<w,y>zl+1<y,x>2(*1) +1<y,y>21
k=0 k=0 k=0 k=0
= (z,9)
3.)
1
(Tv,Tw) = Z(ITv+Tw > = | Tv = Tw |*)
1
= JUTw+w) 12 = | T(v = w) |[?)
1
= 1(|Iv+wll2—llv—wll2)
= <va>
und
3
1
(Tv, Tw) = EZik | Tv +i*Tw ||
k=0
1 ’ -k -k 2
= ZZ’ | T'(v+ i"w) ||
k=0
1 2 -k -k 2
= ZZZ Il v+ i"w ||
k=0
= (v,w)
]
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Satz 41.7 Sei H Hilbertraum, A C H konver und abgeschlossen. Dann
gelten die gleichwertigen Bedingungen

1.) Vee HI xgeA: ||z —ao||=inf ||z —y ]|
yeA

2) Ve e H 3 xg GAVyEA: (m—x()7y—x0>+(x—:vo,y—xo> <0

Zo
x
Abbildung 15: Das ndheste xg
Beweis. a) Existenz: Es existiert eine Folge (a,), in A mit
Mo || —an [|= inf |2 —y]]

Damit gilt
. €
30 Y 2 g s | @ = an 1< inf o~y |+

Da A konvex ist, gilt
1
i(an +am) €A

und man erhélt Vn,m > ng

Al inf |z —y]? n = |?
(g D=y 1)+ o —an |

2

1
< 4 x_§(an+am) +|| Gn — Gm ||2
= Jle—an+@—an) >+ z—a,—(z—an) |?
Satz

= 2z —an P42l 2~ am |

< 4finf [|z—y]?
< (it o) e

d.h.
Vn,m>ng: || an — am ||?< €

und (an,)n ist eine Cauchyfolge und hat im vollsténdigen H einen Grenzwert
Xg.
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Da A abgeschlossen ist, gilt zo € A. Wegen

i ||z —zoll —[[z—an[l[ < lm [[a,—zo|
n—oo n—oo
= 0
gilt
[z =z | = lim [[z—ap|
n—oo

Eindeutigkeit: Sei z{, ein zweiter Punkt in A mit

— 4! |= inf —ull=|l z —
le =g |=inf [z —y =l 2 —zo |

Fiir die Folge (xo, x{, o, (s, - - .) statt (an), folgt wie oben
Ve>03ngVn,m>ng: | an—am| < €
Ve>0 :|lzo—ap| < €
To = Xy
b) " <" Seiye A,z € H.
I —y|?
= llz—2o+zo—y?

= |l@o—a||* + (z — mo, w0 — y) + (x — zo, 20 — ) + | w0 — ¥ |I?

>0 >0
> @y -z |
"=":8eite0,1] und y € A. Mit
zo + t(y — 2o) = (I —t)zo+ty
A konvex
inf [|z—y* < |lo—(z0+ty—20) |
yeA
gilt dann
| @ — o ||
2
= inf ||z —
(int, 1 -w1)
<l —wo—tly— o) I

(x —xo —t(y — o),z — o — t(y — x0))
| @0 —z ||” = (z — xo, t(y — x0)) — (z — o, t(y — m0))
+t* | 2o —y |7
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d.h.

IN

S t

(x — 20,y — w0) + (¥ — 70,y — T0) 5\\$o—y||2
(x — 20,y —x0) + (x — 0,y —x0) < 0

| |

Satz 41.8 Sei H Hilbertraum, A C H abgeschlossener Untervektorraum.
Dann gilt
Vee H I zge AVye A: (xg,y) = {(x,y)

Beweis. Da A ein Untervektorraum ist, gilt

Vye A: <x—x0,y—$0>+<x—mo,y—xo>SO
N—— S~——

€A €A

— WyecA: (x—x0,y)+ {x—20,9) <0

FEinsetzen von —y ergibt

Yy A: (x—x0,—y) + (& — 20, —y) <0
— WyeA: (x—z0,y)+ (x—x0,9) >0
— WyeA: (z—xzo,y)+ (x—x0,9) =0
— WyeA: (x—x0y) =—(r—2x0,9)

Einsetzen von iy ergibt

VyeA: (x— o, iy) = —(x — z0,iy)
— VyeA: ilr—umy) =—i{v —x0,y)
= VyecA: (x—x0,y) =(x—x0,9y) ER
2 WyeA: (x—x0,y) = —(z —x0,y) = — (T — 0,7)
— WYyeA: (x—u1x0,y) =0
= WeA: (z,y)=(z0,y)

Definition 41.9 Sei H ein Hilbertraum.
a) x,y € H heiffen senkrecht (xly) —

(z,y) =0
b) Zwei Mengen My, My C H heiffen senkrecht (M, 1 Ms) <—
Vo e My Yy e My: (z,y) =0

251



¢) Fine Familie (x;);c1 heifit senkrecht mit Linge 1 <—

0 Jiri#)
<x“xj>_{ 1 fiiri=j

d) Sei M C H.
Mt ={zxcH|VyeM: (z,y) =0}
Satz 41.10 1.) Seien x; € H mit Vi # j : (x;, ;) = 0. Dann gilt:

n 2 n
D ail =D NP
i=1 i=1

Sei H Hilbertraum und E C H.
2.) E+ ist ein abgeschlossener Untervektorraum und es gilt

ENE*+={0}
3.) Ist E abgeschlossener Untervektorraum, so gilt H = E © E+, d.h.
Vee H3Ix, € Edzs e EY: =1 + 29
Beweis. 1.)

n

S

=1

2 n n
E i, E Zj
i=1 Jj=1

n

= Z <Iivxj>

2,j=1

n

= Z@uxl)

i=1
n

= > llzl?
i=1

2.) a) Wegen

r,y€Et = VzeE: (y,2)=0=(z,2)
= VzeFE: (ax+y,z) =a(x,z) +(y,2) =0
= (ar+y) € B+

ist B+ ein Vektorraum.
b) Sei (z,,), eine Folge in E+ mit lim,, o, , = z. Dann gilt

Vye E: (y,x,) =0
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Da das Skalarprodukt stetig ist, gilt
Yy e E: (y,z) = <y, lim xn> = lim (y,2,) =0

d.h.
reE+

Damit ist £+ abgeschlossen.

c)

reENEt = <:v , T >:O
=
€E cE+
= x=0
= EnE*c{o}

3.) Sei z € H. Da E abgeschlossen ist, ist es ein Hilbertraum. Damit gilt

Iz e EVy e E: (y,z) = (y,21)

d.h.
VyeE: (yx—2z) = 0
r—2z € E*+
und
xr = 21 +xr—2z1
~ =
() €EL
H = EoEt
[

Definition 41.11 Eine Familie (x;);c1 in einem Lingenraum X heif$t sum-
mierbar zu s € X <—

Ve > 0 3 endliches Jy C I ¥V endliche JoC J C I:

E r; — S

icJ

<e

s ist eindeutig bestimmit.

Egal wie man eine solche endliche Menge J auswdhlt, ist der Rest kleiner als
. Dies erlaubt Summen auch fiir iiberabzihlbare Indezmengen zu definieren.
Dort wiisste man sonst nicht, was die Summe sein soll. Es sind dann aber
nur abzdhlbar viele x; # 0, wie wir spater sehen.
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Beweis. Sei die Familie auch zu s’ summierbar, d.h.

S_EieinH <€

Ve > 0 dJy, J1 V endlichen J D Jy, Jq : )
iegTi — 8 H <e€

Damit folgt

Ve>0:|s—s] <

S — E ZT;

i€ JoUJy

+

g x; — 8

i€ JoUJy

< 2

/
s = s

]
Definition 41.12 Sei I gerichtet. (z;);cr ist ein Cauchy-Netz in X <—
Ve >0 Jige I Viyi' >io:]|zi —zi ||[<e
Satz 41.13 Sei I gerichtet. In einem vollstindigen Lingenraum gilt
Das Netz (z;)icr hat einen Grenzwert <= (z;);cr ist Cauchy-Netz
Beweis. “=": Sei z; — z, d.h.
V5>03mVﬁzm:Hz—%H<%
Damit gilt

Ve s 0V i >io: | z—z | < lz—zll4 02—z

< €

“«<": Konstruiere eine Cauchyfolge durch
. . . -/ . 1
Vn €N Jip > iy Viyi > || 2i — 20 ||< =
n

d.h. )
Ve >0 3ng Yn,m >ng: || z:, — 2, ||< - <e
(2, )n hat im vollstindigen Raum einen Grenzwert z.
Ve>03IniVn>mny: |z, —z|<e
Sei n > max{nj, é} Fir ¢ > 1, gilt

lzi—zll < llzi—z, [ +] 2=z,
—_——

<e
< e4e=2¢
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Damit hat das Netz den Grenzwert z.
Da die Topologie im Abstandsraum Punkte trennt, ist der Grenzwert ein-
deutig. m

Satz 41.14 Flir einen vollstindigen Lingenraum X gilt

. . De .
(z1)icr ist summierbar (% ( g J;,-) hat einen Grenzwert
ieJ JCI,|J|<oo

= (Z 3:1) ist Cauchy-Netz
ieJ JCI,|J|<o0

Beweis. Die endlichen Teilmengen J C I sind gerichtet durch

J1 < Jy <= Ji CJs
Vizl,Q:JiCJlngund|J1UJ2|<oo

( cJ L>
i JC]-,‘.”<OO
ein Netz.

Die erste Gleichheit gilt nach Definition, die zweite da X vollsténdiger Lén-
genraum ist. m

Damit ist

Satz 41.15 Ist (x;)ic; summierbar, so sind héchstens abzahlbar viele x; #
0.

Beweis. Sei (z;);e; summierbar zu s. Dann gilt

1
< =

VYn € N 3|J,| < oo V endliche J D J,, :
n

E Tr; — S

i€Jy

Sei
z; & | J Jn

neN
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Dann gilt

VneN:|z;|| = Z $¢*Z$i
i€J,U{j} i€Jp
SN D SIS
ieJ,U{j} 1€Jn
2
< —
n
fz; | = 0
T = 0

Nur die abzéhlbar vielen Elemente z; € J
Null sein. m

nen Jn kOnnen somit ungleich

Satz 41.16 Scien (z;)icr, (Yi)ics summierbare Familien in einem Hilber-
traum H, a € C,z € H. Dann gilt

Z azx;, Z(SEZ + i), Z (x4, 2) sind summierbar

iel iel el
und
oYa = Ylar)
el icl
dowitd o= D @ity
iel i€l iel
(T = T
iel iel
Beweis.

E ami—ag Z;

ied icl
ieJ iel
= lal| > wi =D
icd iel
— 0
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und

> (@ity) - <Z @i + Zy) H

= iel iel
< Zﬂfi—zwi + Zyi_zyi
ieJ el ied iel
— 0
und
(o) {5 - (55~
i€J i€l i€J i€l
< in—zﬂﬁi Iz |l
= i€l
— 0
[

Satz 41.17 Sei (x;);er eine Familie paarweise senkrechter Elemente # 0
i etnem Hilbertraum H. Dann gilt

(z:)icr ist summierbar in H <= (|| x; ||*)ies summierbar in R

und

2
=> Mol

iel

>

iel

Beweis. Da R, H vollstindige Langenrdume sind, gilt

(2;)ier ist summierbar in H
< (z;)iers ist Cauchy-Netz

= Ve>03Jy VT D Jy: <e

D m= )

i€J ieJ’

und

(|| z ||?)ies summierbar in R
< (|| % |[*)ier ist Cauchy-Netz

Dol =l |

i€J ic€J’

= Ve>03JyVJ,J D Jy: <e
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Do lwlP= Y0 lawl?

i€J\Jo i€J'\Jo
< D lwm P+ D wlP
ieJUJ\Jo ieJUJ\Jo
< 2
”<:77:
9 2
Y=Y ml = | Y m Y wm
ieJ i€’ ieJ\J' ieJ'\J
senkéecht Z || T H2
i€ I\T I\ J
SRS ETG
ieJuJ’ icJo
< €
Wegen
P EA D EA
ieJ iel
2 2
Z | @i HQZ in - sz‘
icJ icJ icl
und da der Grenzwert eindeutig ist, folgt
2

>l |*=

icl

>

icl

Satz 41.18 Sei (x;);c; senkrechte Familie mit Linge 1 im Hilbertraum H.
Dann gilt

Dol < |z
icl

oIz Iz = 2= (za) @

i€l el
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Beweis. a) Sei J C I endlich. Wegen

<z - Z <Z,$i>$ivz (2, ;) xj>

ic€J JjEJ

= > () () = Y (zay) (zm) (v, )

jeJ i,jeJ
=0
Y () (zay) = > (zm) (235 (@i, 25)
JjeJ i,j€J
gilt
>z )
jeJ
£ Z<Zaxj><zaxj>
JjeJ
= > (zm) (za5) (i xy)
i,j€J
= <Z<Z’mj>xjaz<z’xj>x]’>
Jje€J jeJ
2
Z<vaj>xj
jeJ
2
< PO I D BCERES
jeJ JjEJ
Terme senkrecht, s.o. ” 5 ”2
d.h.
sup Y [(z,25) 2 < |2 |
JcleJ
Doz P o< |z
el
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b) Aus

2 2
D mwpa|| + 2= (za) ) =l 2P
jed jed
2
Z‘<Z7xj>|2+ Z—Z<Z,£Uj>l‘j :”Z”2
JjeJ jeJ
folgt:
Yoz P =l 2|7
jeJ
2
= z—Z(z,xj>xj —0
jeJ
]

Satz 41.19 Fir eine senkrechte Familie mit Lange 1 (e;)ier in dem Hil-
bertraum H sind gleichwertig

L) VzeH:|z|’=) |(ze)]
el

2) Ve e H: sz(x,ei>ei

iel
Lin{e; : i € I} ist dicht in H
Viel:xle;,=x=0
(ei)icr ist mazimale senkrechte Familie mit Linge 1
fiP(I) = H,(ai)icr = Y aie;

il

ist umkehrbar und erhdlt das Skalarprodukt

Sie heifit dann senkrechte Basis mit Linge 1 von H.

Beweis. 6) = 1): Seix =), ; ae; € H. Mit
<I,€j> = <Z aiei,ej>
iel
friiler Z <U:i€i, €j>
iel
= aj
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gilt
2

(3 =

E a;Cq

icl

S

iel

H
2
f laingenerhaltend

(1)

= > lail?

iel
= > e
iel
1) < 2): schon gezeigt.
2) = 3): Sei

x = Z(w,ei)ei

iel
Nach Definition der Summierbarkeit kann man x beliebig genau durch eine
endliche Linearkombination der e; ndhern, d.h.

Lin{e; : i € I'} ist dicht in H
3) = 4): Wegen

x—Zajej — z—Z(m,q)ej
JjeJ jEJ
= <x - Zaiei,x - Zajej> - <x - Z (x,e;) e, x — Z (x,ej) ej>
ieJ jeJ icJ jeJ
= (w2) =Y ailei,x) =Y @lej,x)+ Y (i) (ei, e5)
ieJ jeJd ijeJd
— (@) + Y (@ e) (e, @) + ) (w,e5){es, @)
=N jeJd
- <<$,€z‘>7<$»€j>> (ei e;)
i,j€J
= <Z(<$a€i> —ai)ei, Y ((w,e;) — aj)€j>
= jeJd
+22<$,€j><€j,l’>+ Z <ai7a7j>
jeJ i,jeJ
> 0
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gilt

2 2
$7Z<1‘76J‘>€j S :cfZajej
JjeJ JjeJ
Da Lin{e; : ¢ € I} dicht ist, gilt
2

Ve > 0 3 endliches J,aj,¢e; : ||z — Zajej <e

JjeJ
und somit
2
Ve > 0 J endliches J,e; : ||z — Z (x,e5)ej|| <e
JjeJ
und somit
2
Ve>0: € > x—Z(w,q)ej
jeJ
nkrecht
EE N P =)0 M e e |
=
= =P =3 [ze) P
Jjed
> 0
Ve>0: ¢ > | = |2
|||
= x
4) = 5): Sel x mit
Viel: xle;
Mit 4.) folgt
z=0

d.h. die Familie ist maximal.
5) = 4): Sei x € H und (e;); eine maximale senkrechte Familie mit Linge
1 und

Vi: xle;
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Annahme: x # 0. Dann gilt

W ist senkrecht zur Familie (e;);ers
T

x
=1
HwIIH

im Widerspruch zur Maximalitdt des Familie. Somit gilt

=0
4) = 6):
2
Def
| F((@ien) I x S aie
el H
friiher, senkrecht Z || we ”2
- iCi || H
el
- T
el
= Z | as ||122(1)
el
2
E o
- (]
el

12(I)

Da der Term in der 3. Zeile existiert, existiert auch der rechte Term in der
1. Zeile, d.h. f ist wohldefiniert, erhélt die Lénge und ist eins zu eins. Wegen

H=f(I*(D) & (FI>I)*
=0 nach 4.)

ist fauf. m

Satz 41.20 Jede senkrechte Familie (e;);cs mit Linge 1 in einem Hilber-
traum H lGft sich zu einer mazimalen senkrechten Familie mit Linge 1
fortsetzen.

Beweis. Sei

F={{e;: i€I}:JCI,e; senkrecht mit Lange 1}
die senkrechten Familien {e; : ¢ € J} mit Lange 1 die {e; : j € J} enthalten
mit

(ei)ig < (ek)kGK e {6i 1 E I} ; {61€ ke K}
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Wegen
1.) VI:{e;: iel}={e;: i€}
2) ({61‘ 1 E Il} g {ei 1 E IQ} und {ei 1 E IQ} g {ei 1 E 13})
:>{€7;Z iEIl};{eiI Z€I3}
gilt
L) VI (ei)ier £ (€i)ier
2.)  ((ei)ien, < (€i)ier, und (€i)ier, < (€i)icts)
= (ei)ien, < (€i)icr,

und F ist teilgeordnet.
Sei I C F eine Kette, d.h. in F; gilt

3IWVI, Io : ((ei)ier, < (€i)ier, oder (€;)icr, > (€:)icr, oder (e;)icr, = (€i)icr,)

Betrachte
U {ei: ie L}
Ixer
Dann gilt
Vei,ej S U {61‘ 1 E Ik}HIK D€, ej € I,
IyeFy
0 furi#j
:><€“€J>_{ 1 firi=j
Damit gilt

U {ei: ieL}eF

IreFy

und die Kette hat eine obere Schranke.
Da die Kette beliebig war, existiert ein maximales Element. m

Satz 41.21 Seien (e;)icr, (f;j)jes senkrechte Basen mit Linge 1 fir H.
Dann gilt:
1] = [J]|

Beweis. Das kann ich leider nicht beweisen. m

Satz 41.22 Sei x1,xo,... eine Folge linear unabhdngiger Vektoren in ei-
nem Prahilbertraum H. Dann existiert ein senkrechte Familie mit Lange 1
ei,eo,... mit

Vn € N: Lin(ey,...,en) = Lin(zy,...,z,)
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Beweis. Da die z; linear unabhéngig sind, gilt

Viel: a;#0
Setze
er = 1 € Lin(xy)
| 21 ||
1 = | x1 | e1 € Lin(ey)
e N Tp4+1 — Z:;l <$n+17 €i> €
. =
"t [Tn41 = Dimy (Tntr, €i) el
€ Lin(zpy1,e1,...,6p)
Tn+1 € Lin(eps1,e1,...,6en)
Damit ergibt sich
. Fall n .
Lin(ept1,€1,-..,6n) = Lin(epy1,21,...,2y)
=  Lin(zpy1,21,...,%,)
und
Vi<k<nmn: (en+t1,€k)
(Tni1,er) — Z?:l (eirex) (Tny1,ek)
[#ns1 = 2imy (Tnt1, €2) el
= 0
(]

Satz 41.23 Sei X C H ein Untervektorraum. Dann gilt
X =(XxH*

Beweis. Sei x € X beliebig. Dann gilt

xeX = VyeXt: (z,9)=0
Def gL)i re (Xh)*
= X c(xhHt
(X4)* abgeschlossen - (x4t
Da X abgeschlossen ist, gilt
H=XaoX"
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Setze eine senkrechte Basis mit Linge 1 (e;);cr von X fort mit (ex)rex zu
einer senkrechten Basis mit Linge 1 von H. Dann gilt

ye X n(xhHt
= y= Z arer € Xt und y € (XH)*

keK
= yeXtnxhHt={0}
= y=0
d.h.
X o (xhHt
|

Satz 41.24 Sei H ein Hilbertraum, 0 # E C H abgeschlossener Untervek-
torraum. Fir
P.H=E®E'—Ez+y—z

gilt
P=p*=p?

Beweis. a) Wegen

Pz +y1 +c(za+y2)) = w1+ cxo
= P(x1+y1)+cP(x2 +y2)

ist P linear.

b)
I P+y) ? = [z
< P+ lyl?
= Jla+y|?
[Pl < 1
Wegen E # () gilt
Vee E: Plx) = =z
Vee E: || Px)| = [«
[Pl =1
c) Wegen
(P(z1+ 1), 22 +y2) = (w122 +y2) = (w1, 22)
= (71 +y1,72)

= (z1+y1, P(x2 +32))
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gilt

. d) Wegen
Ve E,ye EX: PX(z+y)=P(x) =2 =Pz +vy)

gilt
pl=p

Satz 41.25 Sei H ein Hilbertraum und

jly) : H—C,z — (z,y)
j:H—H' yw— jy)

Dann ist j antilinear, ldngenerhaltend und wmkehrbar.
Jedes stetige lineare f : H — K lGf$t sich also darstellen als

= <" y>

Beweis. a) Sei
f?/ ‘H — K,JI i <$,y>

Wegen
fylazi +22) = (az1 + 22,9)
= a{z1,y) + (22,9)
= afy(z1) + fy(z2)
ist f linear. Wegen
VeeH: [fy()] = [z [<[=z|lyl
fs)l = [yl =lylllyl
Il = Nyl
. Def
i = I l=lvl
ist j langenerhaltend und somit eins zu eins.
b) Wegen
J +ey)(x) = (z,y1+ cya)

<.23, y1> —|—E<m,y2>
J(y1)(x) +¢j(y2)(z)
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ist j antilinear.
c): Sei f € H mit || f|=1und

0#v = fH(1)
V. = Lin(v)
dimV = 1

Wegen
1=| f|l= sup |f(y)|

llyll=1

und da f stetig und linear ist, gilt

eV iyl=1:f(y)=1

Fiir beliebiges
r=ay+zeV+Vt

gilt
(z,y) = (ay,y)
= a(y,y)=a
pnenl
= af(y) = f(z)
und somit
[

Satz 41.26 Seien x,y € L(H) und (e;);cr eine Basis. Dann gilt
Yo e H: (xv,v) = (yv,v) =>x =1y
Beweis. Es gilt

(v + cw), (v + cw))
zv,v) + ¢ (zw,v) + ¢ (zv, w) + |¢|* (zw, w)
y(v + cw), (v + cw))
yv,v) + ¢ (yw, v) + T {yv, w) + [c|* (yw, w)

(
(
(
(
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Abziehen ergibt mit c=1und ¢ =1

Das ergibt

und =

¢ ({zw,v) — (yw,v))
(zw,v) — (yw,v)

i ((zw,v) = (yw, v))
((zw,v) = (yw, v))
)

)

(xw,v) — (yw,v

A

I
S0~ Al

|
S

Yo e H: (zv,v) = (yv,v)

Yo,we H: (zv,w) = (yv,w)
Vi,jel: (zeiej) = (ye;,e;)
Vi,jel: xe; =ye;

=y
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42. A*

Satz 42.1 Seien H ein Hilbertraum und z1, 20 € H mit

21 =72y <= Yo € H: (z1,2) = (22,7)

.

Beweis. “<
Ve € H: (z1,2) = (22,2)
< VreH: (z1—2,2)=0

I:%7Z2 H Z1 — 22 ||2: <Zl — 22,21 — 22> = 0

zZ1 = Z2.
Ve e H: (z,x) = (z1,2)

Satz 42.2 Seien H,K Hilbertrdume und A : H — K linear. Dann gilt

3! stetiges lineares A* : K — H

Vee HVye K: (z,A%)y = (Az,y) g
Es gilt auch

FA* = [IA]
Ay, z)y = (y,An)g
Beweis. 1.) Sei y € K. Da
H — C,z— (Az,y) g
linear und stetig ist, gilt
Nze HVe e H: (Az,y) ) = (z,2) 5

Setze deshalb

A*:K—Hy— z
Da das z eindeutig ist, ist A* wohldefiniert.
2.) Vo € H gilt:

(o, 4" (ays +bya)) 7T

(Az, ayy + bya)
= 6<A$>y1>+b<A$7y2>
Def yon A7 a(z, A*y) +b(z, A*ys)

= (x,aA%y1 + bA ys)
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d.h.
A*(ay1 + by2) = aAy; + bA Y,

Damit ist A* linear.

Az |2 = (A%z,A%z)
Rel (AA*z, x)
< |l A Az |
< Al A ([ 2 |
Vizll=1:[1A% | < [A]
A= < Al
und A* ist stetig. Auferdem
| Az |2 = (Az, Ax)
Rel (g, A Ax)
< =l A" Az |
< AT Az flf] 2
Vifzl=1:] Azl < [A"]
1Al < 14|
Al = A"
und
(y, Ar) = (Az,y)
= (z,A*y)
= <A*y7x>
]

Satz 42.3 Seien H, K Hilbertrdume und A : H — K. Dann gilt
LA™ =] A"l
und das folgende Diagramm vertauscht.
Beweis. Wegen
jutH — Hy e (- (2,y))

A:K' - H f— foA
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A7

K — H
JkT A Ju 1l
K — H
A+

gilt
. ef von A’ .
(Aj@)(y) "= k(@) (Ay)
Def von j
= o <Ay7 x>K
Def von A* <y7 A*.’L>H

Def von j . *
CEV (AT (y)
Alji = juA*
A* _ j]}lA/jK
Da jK,jﬁl die Lénge erhalten, folgt
LA™ =l 57 A5 =] A" |
]
Satz 42.4 Sei H ein Hilbertraum. Die Abbildung
x:L(H)— L(H),A— A”

ist antilinear, lingenerhaltend und erfillt

A** — A
(AB)* = B*A*
[AAl = |[A|?

Beweis. a) Seien z,y € H beliebig. Wegen

(x,(aA+ B)*y) = {((aA+ B)x,y)
= (aAz,y) + (Bz,y)
= a(Az,y) + (Bx,y)
= (z,(@d* + B")y)
(aA+ B)* = @A"+ B”
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ist A* antilinear.
b) Wir haben schon gezeigt

A f=] A

c) Wegen
Yo,y e H: (A%a,y) = (x, Ay) = (Az,y)

gilt da z +— 22 stetig ist
A** — A

d) Sei || z |= 1. Wegen
I Az |J?

(Az, Ax) = (x, A" Az)
Iz ] A*A |
A A =] A2

2
sup || Az |
2| =1

sw (| Av )

I A*A |||l A2
AP = Al

VANV

gilt

A

IA

Satz 42.5 Sei A € L(H). Dann gilt

I A fl=sup{| {(Az,y) | :[| = =] v I= 1}
Fir A= A* € L(H) gilt:

1.) Ve e H: (Az,xz) €R

2) A= sup{[(Az, 2) [ ]| = [|= 1}
Beweis. a) Seien || z ||=| v ||= 1.

[(Az,y)| < [ Az ||yl
——

=1

< Azl =[Al
=1
sup{[(Az,y) [:| z =]y =1} < [[A]
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und

b) 1.)

2.)

Da

gilt

sup {[(Az, y)| <[ z [|=[ y [|= 1}

groRere Menge Ax
2 s {| (4 ”>‘ Ja =] e 20}
= sw{l Az lilzl=1}

= A

(Az,z) = (z, Az) = (z, A%x) = (Azx, z)

[(Az,z)| < [ Az ] = |
< lAll=|?
sup [{Az,z)| < [ A

lzll=1

(Az,y) + (Az,y)

(z, A%y) + (z, A*y)
(z, Ay) + (z, Ay)

T
!

(Alz +y),z+y) — (Alz —y),z —y)
+HA@@+y),z+y) —(Alz —y),z —y)
= (Az,z) 4+ (Az,y) + (Ay, =) + (Ay,y)
— ((Az, z) — (Az,y) — (Ay, z) + (Ay,y))
+(Az,z) + (Az,y) + (Ay, x) + (Ay, y)
((Az,z) — (Az,y) — (Ay,z) + (Ay, )
(Az,y) + 2 (Ay, z) + 2 (Az,y) + 2(Ay, x)
(

Az, y) + 4(Az,y)

2
= 4

Seien z,y € H mit || z ||=]| y ||= 1.

daeK,la|=1: |(Az,y)| =a(Az,y)
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Damit gilt
(Az, ay)
——
€R

1

3 (Az,ay) +

1

8
1

) (Az

ztay#0

(A(z + ay), = + ay) +

—ay),x
T+ ay

11—
§<A.’E7 ay>

1
§<A(.T + ay), z + ay)

—ay) — 1+ (Ax — ay),x — ay)

|

T

|z +ay ||’||w+ay |
—ay

8
Nx+ayﬁ

1

i

Sup||z||=1 | <A(E,

|z —ay || =~

z) |

r +ay
|z~ ay |?
ay |>‘

4

SUP =1 | (A2,

z) |

(Il +ay |” + | = —ay [I?)

2( @ |” + Il ay |I?)

4

sup [ (Az,z) |
B

Fiir ||  ||= 1 mit || Az ||# 0 folgt:

I A |J?

Vial=1: Az |
A

A

Satz 42.6 Sei Ac L(H

1)
2.)

IN - IN A

Null A=
(Null A)*

=2

(Az, Az) = | Aa; Az) |
1)

< Az |

| Az || Sup, | (Az,z) |

| Az ||

°

sup | (Az,z)|
lel=1

sup | (Az,z)|
lell=1

sup | (Az,z) |
o)l =1

). Dann gilt:

(Bild A*)*
= Bild A~
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Beweis. 1.)

r € (Bild A*)Y < VzeH:(z,A"2)=0

— VzeH:(Az,z)=0
— Az=0
<~ 1€ NullA

2.) Wegen

NullA = (Bild A*)*
gilt
(NullA)* = (Bild A*)*+ = Bild A*
u
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43. Kompakte lineare Abbildungen |

Definition 43.1 Sei T : X — Y eine lineare Abbildung zwischen vollstin-
digen Langenrdumen. T heifst kompakt <—

Eine der folgenden gleichwertigen Bedingungen ist erfillt:

1.) Fiir jede beschrinkte Menge M ist TM kompakt

2.) TB(0,1) ist kompakt

3.) Fir jede beschrinkte Folge (x,,), in X enthdlt (Tx,,), eine Teilfolge, die
einen Grenzwert in Y hat.

Beweis. 1) = 3): Da M = {z,|n € N} beschrénkt ist und
(Txpn)n C TM kompakt

existiert eine Teilfolge von (T'x,, )y, die einen Grenzwert hat.
3) = 1): Sei (x,), eine Folge in M.

Dann hat (Tz,), eine Teilfolge, die einen Grenzwert hat.
Damit ist TM kompakt.

1) = 2): B(0,1) ist beschrénkt

2) = 1): Da M beschrankt ist, gilt

Ir: M C B(0,r)

Da
Y =>Yy—ry

stetig ist, gilt

TM  CTB(0,r)=rTB(0,1) = f (TB(o, 1)) ist kompakt

abgeschlossen
Damit ist TM kompakt. m

Satz 43.2 1.) Jedes kompakte lineare T ist stetig.

2.)8eiT: X =Y stetig, linear und dimTX < oo. Dann ist T kompakt.
3.) Sei X wollstindiger Langenraum Id : X — X kompakt. Dann gilt
dim X < oo

4.) Sei H Hilbertraum, E C H abgeschlossener Untervektorraum und sei

PE:E@EL—>E,1‘+y|—>JZ

Dann gilt:
Pg ist kompakt <— dim FE < oo
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Beweis. 1.) Nach Definition ist T linear.

T kompakt = TB(0,1) ist kompakt
TB(0,1) ist beschrinkt

3C>0: TB(0,1) c B(0,C)

IT[l= suwp ||[Tz|<C
Iz <1

T ist stetig

G4y

4

2.)

TB(0,1) c B(0,|| T |)NTX

ist abgeschlossen und beschrinkt in einem endlich dimensionalen Vektor-
raum, d.h. kompakt.

Damit ist T kompakt.

3.)

Id kompakt
= B(0,1) = Id B(0,1) ist kompakt
= dimX < oo

4.) “<" Wegen
dim PpH =dim F < o0

ist Pg nach 2.) kompakt.

££:>77:
BE(O,I) = PEBE(O,l) C PEBH(O,l)
——— —_———
abgeschlossen kompakt nach Vor.
= Bg(0,1) ist kompakt
= dimFE < oo
]

Satz 43.3 Sei X wollstindiger Lingenraum und
K(X)={K:X — X | K kompakt }
Dann ist K(X) ein abgeschlossener Untervektorraum von L(X) mit

VK € K(X)VT € L(X) : TK,KT € K(X)
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Beweis. Setze B := B(0,1)
a) Seien T3, T, kompakt.
Da T} B, T> B kompakt sind, ist 71 B x To B kompakt. Da

fXxX =X (x,y)—z+y

stetig ist, gilt

TlB + TQB = f (TlB X TQB) ist kompakt
Wegen
(Tl + TQ)B =T1B+T1T,BCT\B+ 1B
—————

kompakt

= (Tl + TQ)B cTh1B+1yB

abgeschlossen kompakt

ist (T + T>)B kompakt und T7 + T» kompakt.
b) Da B(0,r) beschrénkt ist, gilt

T kompakt = TB(0,r) ist kompakt
= rTB(0,1) ist kompakt
= rT ist kompakt

c¢) Sei A stetig, T kompakt.

Da TB(0,1) kompakt und A stetig ist, gilt

AT B(0,1) ist kompakt, also abgeschlossen
= ATB(0,1) = ATB(0, 1) ist kompakt

Damit ist AT kompakt.
d) Sei A stetig und T kompakt.
Da AB(0,1) beschrankt ist durch B(0,]|| A ||) und T kompakt ist, gilt

TAB(0,1) ist kompakt

Somit ist T'A kompakt.
e) Seien T}, kompakt mit limg_, T = T und (x,), eine beschrinkte Folge.
Ohne Einschrénkung gelte (z,), C B(0,1).

T1 kompakt

= 3 Teilfolge <T1x’57.1))n = (Thzn,); von (T1xy,), mit einem Grenzwert
Vk € N: T} kompakt

= 3 Teilfolge (Thal)), = (Tral™); von (Tra ™),

mit einem Grenzwert
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Setze

Yi = Isf )

Bis auf ein Anfangsstiick ist (y;); eine Teilfolge von (x%))n, daher gilt
Yn € N: (T,y;); hat einen Grenzwert

Sei € > 0. Da T, stetig ist, gilt

VneN:||z,|| < 1
VieN:|y | < 1
Ino EN: | Toy —T || < ¢
Fig Vi, j >d0: || Tnoti —Tnoyy | < €
Das ergibt
Vi, j > g : | Ty; — Ty; ||
< Ty = Taoyi |+ | Tno%i = To¥s | + | Tooys — Ty |l
S |T=Tw [yl +e+ 11T =T [ w5 |l
P DA
< 3

und die Teilfolge (T'y;); von (T'x,, ), ist Cauchyfolge und hat im vollstandigen
X einen Grenzwert.
Damit ist T kompakt. m

Satz 43.4 Seien T,, : X — X mit dimT, X < oo. Dann ist lim,_ T},
kompakt.

Beweis. Wegen dim T}, X < oo sind die T,, kompakt.
Da K(X) abgeschlossen ist, ist lim,,_, . T;, kompakt. m

Satz 43.5 1.) Seien X,Y wollstindige Langenriume.
T:X —Y ist kompakt < T :Y' — X' ist kompakt
2.) Sei H ein Hilbertraum und T : H — H kompakt. Dann ist T* kompakt.

Beweis. 1.) Da T kompakt ist, ist TBx (0, 1) kompakt.
Betrachte eine Folge (f,,)n mit

fn:TBx(0,1) = C

und
YneN: || fuly<1
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ix | Liy
X" — y”
T//
Wegen
@)l < A flllly ISy |
VyeY : suplfu(y)l < [yl
neN

ist die Folge (f,), punktweise beschrinkt. Wegen
‘fn(yl) - fn(y2)|

IA

sup || fu [l y1 =52 |l
neN

IN

|y — w2 |l
ist (fn)n gleichgradig stetig und
{fn : n € N} ist kompakt

Damit existiert eine Teilfolge (fn, )r , die auf TBx(0,1) bzgl. || - || einen
Grenzwert hat. Diese ist Cauchyfolge, d.h.

Ve >03ng Vn 2 ng: || fan — fr l7pron< €

Da Bx(0,1) dicht in Bx(0,1) ist, T7Bx(0,1) dicht in TBx(0,1) ist und
T’ frps fr, stetig sind, gilt

” T/fnk - T/fnz ” = sup |Tlfnlc (:E) - T/fnl ($)|

z€Bx (0,1)

= sup [T fo, () — T/fnz ()|
z€Bx(0,1)

Def

= Sup |fnk(TO$)—fm(Tol‘)|
ZEBx(O,l)

= sup ‘fnk (y) - fm (y)|
y€TBx(0,1)

| Jre = o Hm
19

IN

und (7" f,,, )x ist eine Cauchyfolge und hat im vollstdndigen X' einen Grenz-
wert.
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Da (T’ f.). eine Teilfolge hat, die einen Grenzwert hat und (f,, ), in By (0, 1)
liegt, gilt
T'(By+(0,1)) ist kompakt
= T’ ist kompakt

analog
=

T" ist kompakt

Da
ix: X — X"

stetig ist, gilt

T"ix ist kompakt
ivT = T"ix ist kompakt
my” ist kompakt

Da Y in Y abgeschlossen ist und Y vollstindig ist, gilt
WY ist kompakt

Nach Definition ist dann T kompakt.
2.) Wegen jBy(0,1) C By/(0,1) ist 7B(0,1) beschrinkt.

T’ ist kompakt = T'§B(0,1) ist kompakt

fl:s;eag j_lT/jT(OJ.) ist kompakt
= W ist kompakt
= T*B(0,1) ist kompakt
= T* ist kompakt

Satz 43.6 Sei X ein Lingenraum, T € L(X) und TX abgeschlossen. Dann
15t
S (X/TX) - Null T"C X', f+ fopr

umkehrbar zwischen vollstindigen Lingenrdumen und S, S~ sind stetig.
Beweis. a) Wir haben schon gezeigt:
Da TX abgeschlossen ist, ist X/TX ein Lingenraum.
Da K vollsténdig ist, ist (X/TX)" vollstindig,.
Da Null T’ abgeschlossen ist im vollstindigen X', ist Null T’ vollstindig.
b) Es gilt

VeeX: pr(Te) = Te+TX=0+TX
0

proT
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pr
X “— X/TX

foprn /f

Sei f € (X/TX) beliebig. Wegen

T'(fopr) = foproT =0
—

fopr € Null(T)

und S ist wohldefiniert.
¢) Sei g € Null(T"). Setze

[ X/TX =K z+TX — g(x)

Wegen
1+ TX =204+ TX
— dJyeX: z1—w22=Ty
gilt
[z +TX) = g9(@1)
= g(z2 + Ty)
gENull(T)

g(w2) +goT(y)
g
= f(IQ +TX)

und f ist unabhingig vom Vertreter. Wegen

flaxr + 20 +TX) = glazs + x2)
= ag(r1) + g(x2)
af(xy +TX)+ fxa +TX)

ist f linear. Wegen

Vee X: fopr(z) = fla+TX)
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gilt
fopr=yg
Wegen
If 1 = sup [f(z+TX)|
lz4+TX || x/rx <1
F@+TX)=g(x)
= sup lg()]
inf{||lz+Tz||x | z6X}<1

< sup [g(z)]
el <1
= Igllx<o0

ist f stetig und somit ist S auf.
d) Wegen

(afy + fa) opr =a(fropr)+ faopr

ist S linear.

e) Es gelte
fopr=0
Da pr auf ist, folgt
fX/TX) = fopr(X) = {0}
f =20
d.h. S ist eins zu eins.
f) Wegen
1S = 1 foprll
< rierl
——
<1
< 7l
IS < 1

ist S stetig.
Da (X/TX)" und Null(T") vollstéindig sind, ist S~! stetig. m

Satz 43.7 Sei X wollstindiger Lingenraum, K € K(X) kompakt. Dann
gilt:

1.) dim Nuli(1 — K) < oo.

2.) (1 — K)X ist abgeschlossen.

3.)dimX/(1 - K)X < oco.
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Beweis. 1.)

Voe Null(l-K): 1-K)(v) = 0
Kl|yuia-r) = id|Nuna-k) ist kompakt
dim Null(l1 - K) < oo

2.)a) Wegen dim Null(1—K) < oo existiert ein lineares stetiges P : X — X
mit P? = P und

X=PXa&(1-P)X
PX,(1— P)X ist abgeschlossen

und
X = Null(1 - K) @ (Null(1 — K))¢

Die Abbildung

1-K:(Nulll-K)° - (1-K)X
ist stetig, da 1 — K stetig ist. Wegen

Null(1 — K) N (Null(1 — K))¢ = {0}

ist sie eins zu eins und wegen

(1—K)(Null(l1-K)° = (1-K)(Nulll-K)® (Null(l-K))°)
= (1-K)X
ist sie auf.
b) Annahme

(1-K)™':(1-K)X — (Null(1 - K))¢

ist nicht stetig, d.h.

und — ( lim (1 - K) 'y, = (1 - K)fly)>
1=K ymkehrbar g0y in X ( lim (1 — K)a, = (1 - K)z
und — ( lim z, = :v))
1—K linear . . .
— I @n)n 1nX:(hm (I—K)anOund—\(hm xn:O)>
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Wegen

—|<lim mnzo) = Je>0VnoIn>ng: ||z, [|>¢€

n—oo

betrachte die Teilfolge von (z,), (nenne sie wieder (x,,),) mit
VneN: |z, ||>¢
Da K kompakt ist, hat (Kz,,), eine Teilfolge (K, ) mit einem Grenzwert

lim (Kxp, )k =2

k—oo
d.h.
lim z,, = lim (1-K)z,, + lim Kz,,
k—oo k—oo k—oo
= z

Da x,, € (Null(1 — K)) und da (Null(1 — K))® abgeschlossen ist, gilt
z € (Null(l1 - K))°

Da (1 — K) stetig ist und da (2, ), Teilfolge von (), ist, gilt

(1-K)z = klim (1-K)x,, =0
z € Null(l-K)
z € Null(l-K)n(Null(l-K))°
z = 0
Izl =0

im Widerspruch zu
I 2 = Jim | 2, |22
c)

(Null(1 — K))¢ ist abgeschlossen
= (Null(1 — K))¢ ist vollstindig
b

(

(

1— K)X ist vollsténdig
= (1 - K)X ist abgeschlossen

c¢) Betrachte
(1= K): X' = X', s fo(1—K)
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Fiir f € X/ gilt

FENul(l-K) <= (1-K)f=0
<~ fo(l-K)=0
— f=foK
— f=K'f
— (1-K)f=0
< feNul(l-K')

Da K’ kompakt ist, gilt nach 1.)
dim Null(1 — K') < oo
Da (1 — K)X abgeschlossen ist, ist
S:(X/(1-K)X) - Nul(l1-K),f+ foux

umkehrbar und S, S~! sind stetig und linear. Das ergibt

dim(X/(1 - K)X) = dim Null(l - K
dim Null(1 — K")

< o0

Satz 43.8 Sei X ein vollstindiger Lingenraum und u € L(X).
Seien M, L abgeschlossene Untervektorraume von X mit

M G L

(1-w)L Cc M

Dann gilt

N |

JaeLl,||al|=1VxeM: | ux)—ula) >

Beweis. Es gilt

VyeL: uly) = y —(1—-uwyel
€L eMcCL
uw(L) C L
VyeM: uwly) = y —(1l—-uwyeM
eM eM
u(M) ¢ M
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Betrachte
L—L/My—y+M

Sei x € L. Dann gilt

Vor

ulz)—r = (1—-u)(—z) € M
=
(u(z)—z)+ M = 0+M
ulz)+ M = z+M

Wegen M G L wihle b € L mit

104+ M ||p/m inf{[[ b+ 2 [|: 2 € M}

1

2

Da
M —[0,00), z = b+ 2 ||

stetig und unbeschrankt ist, gilt
o eM:||b+2 =1

Fir a := b+ 2 gilt

lall = 1
las M| = [[b+z+M|
1

= |b+M|==

o+ |1= 5

Fiir x € M folgt

| w(z) —u(a) || > inf{u(a)+z:2z€ M}
—

eM

[ u(a) + M ||

1

M = -

la+M =
|

Satz 43.9 Sei X vollstindiger Lingenraum iber C und K : X — X kom-
pakt. Setze

N,, = Null(l-K)™
Fn, = (1-K)"X
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Dann gilt:

1.) F,, und N,, sind abgeschlossene Untervektorriume

2.)¥meN: dimN,, < oo und Ny C Ny C ... und (1 — K)Nypy1 = Ny,
3.)VmeN: dmX/F, <ococund Fy D Fy D> ... und (1 — K)Fp41 = F
4.)Imog e NVm >mg: Npi1 = Ny = Nppg

5.)3my eNVm >my: Fpq = Fp = Fpy,.

6.) Npo N Frpy = {0}

7.) Ny + Fiy = X

8.) my =my

9.) X = Npy ® Fpy

10.) 1 — K : Fpp,, — F,, ist stetig umkehrbar.

11.) Fiir 1 — K : Nppy — Ny, gilt Im e N (1 — K)mmU =0.

12.) Np, # {0} = Nuli(1 — K) # {0}.

18.) KNy, C Ny und KFE,,, C Fon,

14.) dim X = oo = K nicht umkehrbar.

Beweis. 1.) Da K kompakt ist, ist

Ky = 1-(1-K)"
= 1%(?)([()z

kompakt. Wir haben gezeigt, dass dann gilt

1-K, = (1-K)"
dim N,,, = dim Null(1l - K)™
= dimNull(1 — Kp,) < 00
dim X/F,, = dimX/(1—-K)"X
= dimX/(1-K,)X <
F, = (1-K)"X=(1-K,)X ist abgeschlossen
N, = Null(l1 - K)™ ist abgeschlossen
2.) Wegen

x€N, < (1-K)"z=0
= (1-K)(1-K)"z=0
< € Ny41
gilt
N1 C Ny C...
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Wegen

TE€N,, <= (1-K)"M2=0
— ([(1-K)"1-K)x=0
<— (1 -K)xeN,
gilt
(1-K)Npy1 =N,
3.) Wegen
Frnpn = (1-K)"(1-K)X
c 1-K)™X
= F,
gilt
Fio>oFD. ..
Es gilt

1-K)F,=1-K)(1-K)"X = Fn+1
4.) Annahme: N, wird nicht konstant fiir ein m, d.h.
YmeN: Ny € Nypgg
Da die N,, abgeschlossen sind und wegen (1 — K)N,,11 = Ny, gilt

1
VYm €N Ixpmi1 € Frngts | Tmy1 |=1 V2 € Ny 2 || Ko — Kpg1 |2 B
Wegen Ny C ... C N, erhalten wir eine Folge (x,,), mit || z, ||= 1 und
1
Vn>m>1:| Kz, — Kap, ||> 3

im Widerspruch zu (Kz,,), hat eine Teilfolge mit einem Grenzwert, d.h.
Imo € N: Npyy = Nppgt1

r—r+ 1

(1 K)mo+r+1w =0

(1—-K)™ (1 -K)z=0

(1-K)"x € Nppg+1 = Ny

1-K)™(1-K)z=0

T € Npytr

Z € Nimgtrt1

Nm0+r+1 C Nm0+r

L A O 2

ng+r+1 - ng-i—r
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5.) Annahme:
VYm e N: Fm. 2 Fm+1

Da die F,,, abgeschlossen sind und wegen (1 — K)F,,, C Fy,41 gilt

1
Ym €N Jzy11 € Frng1, || @ma1 |= 1 Ve € Fryy || Ko — Ky ||> 3
Induktion ergibt wegen Fy D ... D Fy, eine Folge (z,,), mit || 2, ||= 1 und

VYm>n>1: Kzy — Kay ||>

DN =

im Widerspruch zu (Kx,,), hat eine Teilfolge mit einem Grenzwert.
r—r+1:
TE€FL, =3y =(1-K)™ty

Wegen
(1 - K)mly € le = L'mi+1
gilt
Jz: 1-K)™y=(1-K)™*t,
Das ergibt
r = (1 _ K)m1+ry

= (1-K)rtmtly

S F7nl+r+1
und

le-H" C le +r+1
Foitr = Fojira

6.) Sei x € Ny, N Fp,,. Wegen

xEN,,
T (1 K)oy

Jieimo (1 _ K).,noy

Jye Xz
gilt
(1 _K)Qmoy:()
AS Nmo = N2m0
(I-K)™y=0
2= (1—K)™y =0
Ny N Finy = {0}

Pl
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7.) Sei z € X. Wegen
(1-K)™Mx € Fp, = Fom,

gilt
JyeX: 1-K)™z = (1-K)*y
1-K)™(z—(1-K)™y) = (1-K)™z—(1-K)*1y
- 0
d.h.
o= (KM 4 (- Ky

€ Np, +Fn,
8.), 9.) Sei x € Ny,. Annahme: mg > my

m0>m1 :> leszo
= T=y+2€Np, +F,,

LT L e
= €Nmg €Ny CNimg
AS le = Fmo
= z=0
= T € Ny,
= Npy C Ny,
= Nmo = le

Annahme: mg < my. Sel & € Fy,,.

mo <mp; = le :]\/'m0
= r=y+2€N,, +Fn,

= T - z e F,
Y € Niy, = Nipg
= y=0
= wx ey,
= Fn, CFn,
= Fn,=Fn

10.) Die Abbildung
1-K: Fyp, = Fang+1 = Fny
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ist auf, stetig und wegen

Nulll-K)NnF,, = NiNF,,
C Ny NFp, ={0}
ist sie eins zu eins.
Da F,,, vollstindig ist, ist (1 — K)~' : F,,, — Fy,, stetig.
11.) Betrachte 1 — K : Nyyy41 = Nipy — Nin -

TEN,, = (1-K)™z=0
= VYm>mg: (1-K)"x=0

12.) Da mg minimal ist mit

0SNG G Ny = N1 = -

gilt
Nmo 7é {0} = Nu”(l - K) =N 7é {0}
13.)
T € Ny = N1 = 1-K)™(1-K)x=0
= (1-K)x € Np,
NmO Vektorraum
= Kx:1~x7(1fK)$€NmO
~N ——
EN-mD eNmO
= KNy, C Np,
und
x € Fin, = JyeX: z=(1-K)"y
= JyeX: 1-Kx=(1-K)™"ycF,,
Fyp, Vektorraum
= Ke=12—-(1-K)x € Fpy,
~N ——
€Fmg EFm,
= KF,,, C Fn,
14.)
K ist umkehrbar ORI p—1gp stetig
= id = KK~ ist kompakt
= dim X < oo
[ ]
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44. Spektralwerte

Spektralwerte sind die Verallgemeinerung der Eigenwerte. Im Folgenden gilt
K=C.

Definition 44.1 1.) Fine Algebra ist ein Vektorraum X mit einer zweili-
nearen Multiplikation

XXX —C(z,y) — ay
und
Vz,y,z: (vy)z = x(y?)
2.) Die Algebra hat eine Eins <—

JdeXVeeX: lz=zl==z

3.) Eine Algebra mit einer Ldnge oder Lingenalgebra ist eine Algebra
iber C mit

[y <l [l v |
4.) Eine Unteralgebra ist ein Untervektorraum, der abgeschlossen ist unter
Multiplikation.

Satz 44.2 a) In einer Lingenalgebra ist
XXX —>C(x,y) — xy

stetig

b) Ist X ein vollstindiger Lingenraum, so ist L(X) eine vollstandige Lin-
genalgebra mit Fins.

Insbesondere ist M,,(C) eine vollstindige Langenalgebra.

¢) L(X) vertauscht <= dim X =1 oder dim X = 0.

d) Ist X kompakt, so ist (C(X,K),| - |lec) eine vertauschende vollstindige
Langenalgebra.

Beweis. a) Mit C' =1 und

Fey (<[ =y |

ist es eine stetige Zweilinearform.
b) Da X vollsténdig ist, ist L(X) vollstdndig. Wir haben schon gezeigt

(atA+ B)C = aAC+ BC

C(aA+B) = aCA+CB
(AB)C = A(BC)
Aocid = idoA=A
IAB] < [Alll B
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¢) X = {0} enthélt nur ein Element und ist somit vertauschend.
X =K ist als Korper vertauschend. Wegen

10 0 -1 _ 0 -1
0 0 10 N 00
0 -1 10\ (00
1 0 0 0 a 1 0
ist die Unteralgebra M5(C) nicht-vertauschend.
Fiir dim X > 2 vertauscht L(X) also nicht.

d) C(X,K) ist ein vollstindiger Langenraum.
f(@)g(x) ist zweilinear und f(gh) = (fg)h und es gilt

Ve X: f(x)g(x)
£ lloc

1 f Mlooll g 1loo
If llooll g lloo

IAIA

Satz 44.3 Sei A wollstandige Lingenalgebra mit Eins.
a) Istx € A mit||1—z||<1, soist x umkehrbar und es gilt

oo

71l = Z(l —x)k

k=0
b) Sei x € A umkehrbar und

Dann ist y umkehrbar mit

00
yfl — ! Z(l _ yl‘il)k

k=0

¢) Die Menge der wmkehrbaren Elemente GI(A) ist offen.
d) Die Abbildung
GI(A) — GI(A),z — z !

15t stetig.

Beweis. a) Wegen

Yol —a)| S 1-a|f

k=0 k=0
! <
I= 1=z

IN

o
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hat die Reihe im vollstdndigen Langenraum einen Grenzwert y

i(l —a2)f =y

k=0
Wegen
oy Multipli(ka_tion stetig T Z(l _ ;E)k
k=0
n
- (1= (=231 -af
k=0
n n+1
- D(-w)t =3 (-
k=0 k=1
_ 1_ (1 _ x)n+1
—x "n,+1*>
[1—z] 0 1
gilt
xy=1
Analog gilt
yr =1
Das ergibt
k=0
b) Wegen
1=y | = @-pa|
< Jz—yllle <1
S-w =
k=0
yr 'Y (1—yz™) = gl ) =1
k=0
gilt
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¢) GI(A) ist offen nach b)
d) Fiir umkehrbares x und | z — y ||< ﬁ existiert nach b) auch y~!. Es
gilt

¢ = |[1-yat
< et lllz-yl
vE
und
oo
fy =2t = |[a7! (1 -y a —yx‘l)”> H
n=0
o0
< et Do -yt
n=1
B 1
= e (-
_ C
L
Uncnt
H

Definition 44.4 Sei A eine vollstindige Lingenalgebra mit Eins und x €
A.

Sp x ={ceCl|(c-1—x) ist nicht umkehrbary C C

ist das Spektrum von x.
Die Elemente heiflen Spektralwerte.

Satz 44.5 Sp x ist abgeschlossen und beschrinkt, insbesondere kompakt.
Spa C B(O, [« ])
Beweis. Sei x fest. Betrachte die stetige Abbildung
f:C—oAc—c1—2x
Da GI(A) offen ist, ist

C\Sp z = f~(GI(A))

offen
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offen, somit Sp x abgeschlossen.
Sei || > x ||. Wegen

ezl = - (1= =] <
= 1- % ist umkehrbar
= c-l—z=c- (1— %) ist umkehrbar
= SpxzC B, z|)
ist Sp x beschriankt. m
Satz 44.6 Sei A vollstdndige Lingenalgebra.
Veze A: Sp(z) #0
Beweis. a) Seien a,b € C\Sp =.
(a=2)™' = (b—2)")(a—2)(b-2)
(b—z)—(b—x) ' (b—x)(a—x)
= (b—2)—(a—2x)
= b—a

d.h.
(a—z)t=—b-—2)t=0b-a)a—2)"(b—2)""!
b) Annahme:
Spx=10

Wihle ein stetiges lineares f : A — C mit
fl@™h) #0
und setze
g:C=(Spz)° —=C,a— f(la—2z)"Y)
Sei b € C beliebig. Da
C=(Spx)° = Ab— (b—z) "

stetig ist und da f stetig ist, gilt

gla)—g®)  _ flla—2)"") - f((b—=2)"")
a—>b a—>b
f linear (a—z) ™t —(b—a)!
- f( a—b )

2 —flla-2)tb-a)Y)
T f(b-2)™h?)

298



Da b beliebig war, ist g holomorph.

Wegen
1— E |a|:;oo
a
yo—»y;stetig (1 _ E)_l |a|:;oo 1
a

1 -1 a|—o0

L e Lo ny e
a a
—0 —1

= 3R > 0Va € B(0,R)C :|g(a)] < 1

Da g stetig ist, ist es auf dem kompakten B(0, R) beschrénkt.
Damit ist g auf C = B(0, R)“ U B(0, R) beschriinkt.
Mit dem Satz von Liouville der Funktionentheorie ist g konstant. Wegen

lim |g(a)]=0

la]—oo

folgt

im Widerspruch zu

d.h.
VeecA: Spx#0

Satz 44.7 Sei A eine vollstindige Lingenalgebra mit 1, nicht notwendig
vertauschend und x € A beliebig.
Der Spektralradius von x ist definiert als:

1
n

r(z) ;= limsup || "

und es gilt
r(z) <l
Va € C: Splax) = aSpx
Va>0: r(ax) = ar(x)
Spx C B(0,r(x))
JaeSpx: la] = r(z)
r(z) = lim || 2™ ||*




Beweis. a)

r(x) = limsup || 2™ ||*/™
n—oo
e i<liel” i
lim sup([| 2 [|*)~/" =] 2 |
n—oo
b) Sei 0 #a € C.
ceSpar <= ar—c=0
¢
— r--=0
a
c
— — € Spzx
a
< c€aSpx
c)
r(ax) = limsup | (az)” ||*/"
n—oo
= limsupa || z" ||}/
n—oo
= alimsup || 2" ||/"
n—oo
= ar(z)

d) Sei ¢ mit |¢| > r(z). Wegen

30 <a<1:le>ale|>r(x)=limsup || " ||/
n—oo
Jng Vn > ng : || 2" V"< alc|
xn
dng VYn > ng : H <a"
Cn
© \in 00 1
— < n =
ZHC _Za 1—a =0
n=0 n=0

gilt

und ¢ — x ist umkehrbar, d.h.

c ¢ Spx
Sp(z) C B(0,7(z))
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e)

dae€eSpax: |a|=r(x)

Das kann ich leider nicht beweisen.
f) Sei p € N fest und

an =[ 2™ |
Mit
<L r,<p: m=kup+rm
gilt
an = " =) 2t
< e Pe
= dra,
1 1kmp 1
ai < ap " ak,
N\ 1= '"TZ‘ 1
o m
< (a;‘;) (max a1>
=1
"= ()
—_— a’P
d.h.
a1 1
Vp € N: limsup (a;,'z) < (az’,’)
m— 00
1 1
lim sup (a;;{') < liminf (a{,’)
m— oo p—o0
[ |

Satz 44.8 1.) Jeder Eigenwert ist Spektralwert.
2.) In endlich-dimensionalen Vektorraumen gilt:

FEigenwert <= Spektralwert
Beweis. 1.) Sei a Eigenwert zu T, d.h.
V#£xeX: Tr=ax
Dann gilt
x € Nullla—T)

= a — T ist nicht eins zu eins
= q — T ist nicht umkehrbar
= a€SpT

301



2.)

aceSpT = a — T ist nicht umkehrbar
di%w a — T ist nicht eins zu eins

= a ist Eigenwert
]

Satz 44.9 Sei (e,)nen senkrechte Basis mil Linge 1 und Belrachte die
Fortsetzung von

T: lQ(NO) - ZZ(NO)y Z Ap€n — Z AnCnit1

n=0 n=0

T 4st lingenerhaltend, aber nicht umkehrbar.
0 ist Spektralwert, aber kein Figenwert.

Beweis. T ist linear und wegen

o)
T E a;e;
i=1

2 2

oo
g ;€41
i=1
o0

2
> il
i=1
o
E a;€;
i=1

2

ist T langenerhaltend. Damit gilt

ITl<1
Wegen
| Ten =l enta =1
gilt
[T =1
Wegen

| Tz ||= 0=z [=[ Tz =0

ist T eins zu eins. Wegen

eo & Bild T = Lin{ey,ea,...} Leg
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ist T nicht auf, d.h.

T ist nicht umkehrbar
0 — T = —T ist nicht umkehrbar
0 e SpT.

Wegen

eins zu eins

Tr=0 = z=0

ist 0 ist aber kein Eigenwert. m
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45. Kompakte lineare Abbildungen II
Definition 45.1 Sei X vollstindig und T € L(X). Das Spektrum von T ist
Sp(T)={a€C : al —T ist nicht umkehrbar}
Beweis. Da X vollstandig ist, gilt
al — T ist nicht stetig umkehrbar <= al — T ist nicht umkehrbar

|
Satz 45.2 Sei T € L(H) mit In € N: T"™ = 0. Dann ist 1 — T umkehrbar.
Beweis. Sei 7" = 0. Wegen

n—1 n—1 n
-T)> T = ZT’LZT’ﬂ:kT“:l
k=0 =
n—1 n—1
<ZT’“>(1—T) ZTk ZTk—1 ™ =
k=0

gilt

n—1
-1 _ E Tk
k=0
|

Satz 45.3 Sei X vollstindiger Lingenraum dber C und K € K(X)
1.) Jeder Spektralwert a # 0 ist Eigenwert

2.) Firdim X = oo gilt 0 € Sp K.

3.) Va € SpK\{0} 3! abgeschlossene Untervektorrdume

Fa) = (a—K)™X
N(a) = Null(la—K)™
mit
=F a) ( )

—K):N(a) > N(a) gilt In€N: (a—K)y, =0
(a— K): F(a) — F(a) ist stetig umkehrbar
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Alle Eigenrdume sind endlich dimensional, aufler ggf. firr = 0.
4.) SpK ist endlich oder abzihlbar. Ist es abzihlbar, so ist Null der einzige
Haufungspunkt.

SpK = {0} U{ay,aqa,...} mit |ai| > lag| > ... und ggf. lim a, =0

5.)a,be SpK\{0},a #b= N(b) C F(a)
6.)

n

X = @ N(a;) & () Fla:)

i=1

In @;_, N(a;) kann man eine passende Basis wihlen, sodaff K|gn  n(a,)
Normalform hat.

Beweis. 1.)-3.) Da £ kompakt ist, und

mo
Null(a — K)™ = Null (1 - K>
a

gilt mit den Ergebnissen aus dem Kapitel Kompakte lineare Abbildungen I

Null(a — K)™ # {0}
= Null(a — K) # {0}
= a ist Eigenwert

und
dim X = oo = K nicht umkehrbar <— 0 € SpK

und die restlichen Aussagen.
4.) Sei 0 # a € SpK. Dann gilt

(a — K): F(a) — F(a) ist umkehrbar
Da die Menge der umkehrbaren Elemente offen ist, gilt
Je>0Vb—a|<e: (b—K): F(a) — F(a) ist umkehrbar
Wegen

b—K = b—a+a—K

= (b—a) (1—‘2‘_5)
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und da fiir =% : N(a) — N(a) gilt In € N : (“a_fb()n = 0, folgt

b— K : N(a) — N(a) ist umkehrbar
b— K :N(a)® F(a) — N(a) ® F(a) ist umkehrbar
b¢& SpK
Je>0: SpK N B(a,e) ={a}
und a ist kein Haufungspunkt.
Da SpK N B(0,5)¢ kompakt ist, enthilt es nur endlich viele Elemente.

Bei unendlich vielen wiirde eine Teilfolge mit einem Grenzwert, d.h. ein
Héufungspunkt, existieren, ein Widerspruch, d.h.

1
Vn € N: HbeSpK:|b|>}‘<oo
n

Damit ist
spE\{0} = | J {b € SpK : |b| > 1}
n

neN
abzdhlbar und der einzige mdogliche Haufungspunkt ist 0.
5.) Nach 4.) ist a — K : N(b) — N(b) umkehrbar. Damit gilt

N() = (a—K)"N(b)
C (a—K)"™X

I

3
S

N~—

6.) X = N(a1) ® F(a1). Da
K :F(a1) — F(a1)
kompakt ist, gilt
X = N(a1) ® N(az) @ (F(a1) N F(az))
Induktion ergibt die Behauptung. m

Satz 45.4 Sei K = K* € K(H).
1.) Es existiert ein Figenwert b € R von K mit |b] =|| K ||
2.) Jeder Eigenwert ist reell.
3.) N(a) = Null(a — K).
4.) a,b € SpK\{0},a # b= Null(a — K)LNull(b— K)
5.)

H= P Null(a-K)

a€Sp(K)

Es gibt eine senkrechte Basis mit Linge 1 von Figenvektoren.
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Beweis. 1.) Wegen

K=K*
TE =" sup{[ (Kv,v)[:]| v =1}
——
€R
existiert eine Folge (vp)n, || vp ||= 1 mit
b = lim (Kvp,v,) €R
ol = 1K

Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (Kvy, )r von (Kvy, ), mit

y = lim Ku,,

k—oo
und
H Kvnk - bvnk ”2
= H Kwy, ||2 —2Reb <Kvnkvvnk> + ‘b|2
N——— ~~
<[IK||? =[ K2
< 20 =20 (K, ,vn,)
———
—b

k—o0
—

0.

1. Fall: b = 0. Dann ist K = 0 und b ist Eigenwert.
2. Fall: b # 0. Dann gilt

Def . . .

= lim Kwv,, = lim bv,, =0 lim v,,
k—oo k—oo k—oo

Ky = kaEI;OKvnk = by

d.h. b ist Eigenwert.
2.) Sei || v ||= 1 und Kv = av. Dann gilt

av,v) = (Kv,v)
(v, Kv) = (v, av)

a(v,v) =a

a =
K=K~
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3.) Sei (a — K)*"v =0 mit n > 1 und a € R. Dann folgt

0 = <(aK)2"v,v>
-0

= <(a — K)2"711}, (a — K)2n7111>

’ 2

= H(a— K)anlv

0 = (a— K)QWIU

d.h.
Vn>1: ((a—K)an =0= (a—K)TﬁlfU = 0)
Wegen
veNulla—K)=3Ing: (a—K)*"v=0
folgt

N(a) C Null(a — K)

4.) Seien v € Null(a — K),w € Null(b — K) beliebig. Dann gilt

a (v, w) 2) (Kv,w)
KK” (v, Kw)
2 (v, w)
= (v, w)
0 = (b—a){v,w)
——
#0
0 = (vw)

Nullla—K) L  Null(b— K)

5.) Setze die senkrechten Basen der Linge 1 der Eigenrdume zusammen
und erginze zu einer senkrechten Basis der Lénge 1 von H

H=V® @ Null(a — K)
a€SpK\{0}
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Seien v € V,w € Null(a — K). Wegen

(w, Kv) = (Kw,v)
weg(a) <aw,v>
= a{w,v)
——
=0
= 0

gilt

Kv 1 Null(a—-K)
KV c V

5.) K : V — V ist kompakt. Wegen

| K >0 = 3 Eigenwert b: |b| =| K ||
= INullb—K)CV

gilt
| Klv |=0

da kein Null(b— K) in V enthalten ist. Damit folgt

K|V = 0
V = Null(K)
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46. Charaktere und maximale ldeale

Im Folgenden gelte K = C.

Definition 46.1 Sei A eine Algebra.
1.) Ein Untervektorraum I C A heifit Ideal <—

TA AT C T
2.) Fin Ideal I heifit mazximal <~
V Ideale JJICJCA: J=1oder J=A
3.) Ein Ideal I heifst echt <=
I#£A
Beispiel 46.2 K(X) ist ein abgeschlossenes Ideal in L(X).
Beweis. Das haben wir schon gezeigt. m
Satz 46.3 a) Sei A mit 1.
I ist echtes Ideal <— 1¢ 1

b) Ist I ein Ideal, so ist I auch ein Ideal.

¢) Sei A mit 1. Dann ist jedes mazimale Ideal in A abgeschlossen.

d) Sei A mit 1. Dann ist jedes echte Ideal in einem mazimalen Ideal ent-
halten.

Beweis. a) "=

lel "8 A1c7

= AcCI
77¢77:
IcA\{1}C A

b) Wir haben schon gezeigt, daR I ein Vektorraum ist.
Sei (x,,)n C I eine Folge mit limy, oo 2, = x € 1.
Sei a € A. Da I ein Ideal ist, gilt

ar, € 1
Da die Multiplikation mit a stetig ist, gilt

lim azx, = ax
n—oo

ar € 1
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Analog gilt B
xa €1
¢) Sei I maximal. Annahme: 3 umkehrbares « € I. Dann folgt
l=z"lzel
I=A
I nicht maximal

ein Widerspruch, d.h.

Ic (GI(A)©
N——

abgeschlossen
Nach b) ist I ein Ideal und
IcI
I=1

I maximal
=

d) Die Menge aller Ideale J mit I C J,1 ¢ J bildet mit ”C” eine induktiv
geordnete Menge:

1.) VIi:I=1

2) Ilglg,lggfgjllglg
ergibt

1.) VI:I£1

2) 11<IQ,IQ<13:>,[1<13

Sei J; eine Kette.
Dann ist | J;c;, J; ein Ideal und ein obere Schranke: Seia € A

x,yGUJl = zeJ,,yeJ,

leL
lo>1
=1 x,y € J,
Jy, Ideal
= ztyed,c
leL

erJl = x € Jp,
leL

Ideal
:€>a IaGJhCUJl

leL

Damit existiert ein maximales Element.
Dieses enthélt nicht die 1. m
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Satz 46.4 Sei I C A ein Ideal. Mit
e+ Dy+I)=ay+1

wird A/I eine Algebra.
Vertauscht A, so vertauscht auch A/IL

Beweis. a) Wegen

(x +n1)(y + n2)

= Yy +niy+ITng +ning

€I da Ideal
€ xy+1

ist die Definition unabhéngig vom Vertreter.
Wir haben schon gezeigt, dass A/I ein Vektorraum ist. Wegen

(z+Dy+D)z+1) = ayz+1
= (@+D((y+D(z+1))
(i1 +cxo+DNy+I) = c(xry+ 1)+ ca(zey+ 1)

(
ci(zr + )y + 1) +ca(ze + I)(y + 1)
c(yzr + 1)+ ca(yza + 1)
= aly+ D@1 +I)+c(y+I)(za+ 1)

(y+ I)(c1z1 + coxp + 1)

ist A/T eine Algebra.

b)
+Dy+I) = zy+1
= yr+1
= (y+D(x+1)
[ ]

Satz 46.5 Sei A wvollstindige Lingenalgebra iiber C.
Fir jedes abgeschlossene Ideal I in A ist A/I eine vollstindige Lingenalge-
bra.

Beweis. Wir haben schon gezeigt: A/I ist vollstindiger Langenraum und
Algebra. Wegen

| @+ 1 |lajyr=nf{l| z+2[[a]z €I}
gib es z1, 29 € I mit

| +1|a/z+e
ly+11la/+e

|2+ 21 [|a

<
ly+zlla <

312



und somit

Def
[+ Dy+1)layr = | (xy)+1]asr

= |yt rze+ 21y + 2120+ ||agr
—_—

el
(@ +20)(y + 22) + 1 a1

inf

< N @+z)(y+22)a

< llzt+zflallytzla

< (le+TIllayr+e)-(ly+1|las+e)

Da ¢ beliebig ist, folgt

@+ D +TI) layr<llz+Tllayr-ly+1llas
]
Definition 46.6 Sei A vertauschende Algebra und x € A.
J=zA={zy:yc A}
ist das von x erzeugte Ideal.
Beweis. Wegen

Oxr=0€eJ

TY1, Y2, T(C1y1 + c2y2) € J
ary=2x ay €J
~—

€A

ist J ein Ideal. m

Satz 46.7 Sei A vertauschende Algebra mit Fins, I C A maximal. Dann
ist A/I ein Kérper.

Beweis. Sei 0 #x € A/I.
Da A/I vertauscht, ist das von x erzeugte Ideal

J=xA/I

Sei
pr:A—AllLa—a+1
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Da pr linear ist, ist pr=1(J) ein Untervektorraum. Wegen
acAzepr(J) = a+IcA/l,x+Icl]
7 Leal (a+ D+, (z+Da+1)eJ
=  (ax+1),(za+1)eJ
= ax,za €pr(J)
ist pr=1(J) ein Ideal in A und es gilt

0#xeJ
prt(0) =1 S pri(J)C A
I ma:x>imal pT_l(J) = A
priant g r =g AT P (@ Dy + 1) 1y € A)
= Jy+I1eA/l: 1+1=(x+I)(y+1)
= x 4+ I ist umkehrbar
]

Satz 46.8 Sei A eine vollstandige Langenalgebra iber C mit Fins, die ein
Kdorper ist, d.h. alle a # 0 sind umkehrbar.
Dann gilt A = C1 und A ist vertauschend.

Beweis. Sei x € A.
Spx#0 <= da:a— x ist nicht umkehrbar
Koper 2 =0
= z=al
]
Definition 46.9 1.) f erhdlt die Algebrastruktur <—
f ist linear
flzy) = f(2)f(y)

2.) Ein f: A— C mit f #£0, das die Algebrastrukiur erhdlt, heiffit Cha-
rakter.
3.) Setze

Spec(A) = { Charaktere von A}

Satz 46.10 Sei A mit 1 und f ein Charakter. Dann gilt a) f(1) =1
b) A= Null(f)®Cl
¢) Null(f) ist ein mazimales Ideal.
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Beweis. a) Wegen

gilt
Sei a € A. Es gilt

fA)=0 = fla)=f(al) = f(a)f(1) =0
Wegen f # 0 folgt

b) Fiir z € Nullf N C1 gilt

0 atEN:ullf f( )z__cl f(C 1)
0 = T

Sei x € A beliebig. Wegen
fle—fz)-1) = f(z) - f(z) =0
gilt
r=1-f(x)+@—f(x)-1)
—_—— — —
€c1 ENullf

¢) Da f linear ist, ist Null(f) ein Untervektorraum.
Seien a € A,z € Null(f). Wegen

flaz) = f(a) f(z) =0
=0
f(za) = f(z) f(a) =0
—~—

=0

ist Null(f) ein Ideal. Wegen
A= Null(f) & Cl

existiert kein echter Untervektorraum zwischen Nullf und A, insbesondere
kein Ideal und Null(f) ist maximales Ideal. m
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Satz 46.11 Sei A vertauschende vollstindige Lingenalgebra mit Fins.
S :{ Charaktere von A } — { mazimale Ideale von A }, f — Null(f)
1st umkehrbar.

Beweis. Null(f) ist ein maximales Ideal.
1.) Sei Nullf = Nullg und = € A beliebig. Wegen

A=C1® Null(f) = Cl® Null(g)
gilt
x=cl+ymity e Null(f) = Null(g)
und wegen
f(@) = fle-1)+f(y)
= C
= glc-1)+g(y)
= g()
f =9

und S ist eins zu eins.
2.) Sei I C A ein maximales Ideal, dann gilt

A/I ist Korper
A/I=C-1

d.h.
pr:A—A/IT=C-1

ist ein Charakter und
Null(pr) =1

d.h. Sist auf. m
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47. Vertauschende Langenalgebren

Satz 47.1 Sei A vertauschende wvollstindige Lingenalgebra mil Eins und
f:A— C ein Charakter.
a) x € A umkehrbar = f(x) € C ist umkehrbar

b) Sp(x) = {f(x) | f € SpecA}
¢) f ist stetig mit || f||< 1.
Fir|1||l=1gilt] f|=1.

Beweis. a) Sei x umkehrbar. Wegen

ist f(z) umkehrbar.
b) “D” Sei f ein Charakter mit f(z) = c. Dann gilt

flel—z)=cl— f(x)=0
4 ¢1 - 2 ist nicht umkehrbar
= f(z)=ceSpx

cl — x ist nicht umkehrbar
I'=(cl—2)A#A

J maximales Ideal J : I C J
3 Charakter f: Null f =J
fli=0

fle=2x)=0

flz)=c

ceSpx

L T

f(x)eSpr = [f(@)] <[z ||
= | fl<1

Sei || 1 ||= 1. Dann gilt

I l=l1]=1
Ifll=1

317



Satz 47.2 Sei X ein Lingenraum und X’ der Dualraum. Durch die Halb-
langen

fi—=f < VzeBx(0,1): |(f - fi)z) =0
erhdlt man auf X’ eine lokalkonvexe Topologie des punktweisen Grenzwertes.
1) Fir diese Topologie ist

Bx(0,1) = {f: X — K stetig | || f <1}

kompakt.
2) (X'); ist im Allgemeinen unendlich dimensional, also fiir die Lingento-
pologie nicht kompakt.

Beweis. 1) a) Auf

————Bx(0,1) _

B(C(Oal) H BC(071)z

x€Bx (0,1)
haben wir die Produkttopologie

(yivx)zEBx(O,l) - (ym)mesx(o,m
— VzreBx(0,1): (Yix—Yys)—0
= S ———=—=Bx(0,1)
Da B¢(0,1) kompakt ist, ist auch B¢(0,1) kompakt.
b) Wegen

W) ey 7 (Fa)ocBrony < W EBx(0,1): y» # 20
— pm(y) # paz(z)

———Bx(O,1) |,
trennt die Topologie auf B¢(0,1) ¥ die Punkte und der Grenzwert von
Netzen ist eindeutig.

c) Betrachte

Bx(0,1)

S Bx(0,1) — Be(0,1) = (@), crmm

Wegen
lf@) <l £l = (<1
gilt

|f(z)| € Be(0,1)

und S ist definiert.
d) Wegen

Vo € Bx(0,1): f(z)=g(x) 2 f=g4
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ist S eins zu eins.
e) Sei (f;); ein Netz in Bx/(0,1) mit f; — f. Wegen
flaz +y) — filaz +y)
fi linear afi(@) + fily)
af(x) + f(y)

topologischer Vektorraum
—

ist f linear. Wegen

f@)] < [(fi = H@)]+|fi(2)]
—0 <1
Vz € Bx/(0,1): |f(z)] < 1

ist f € Bx/(0,1) stetig.
Damit ist Bx-(0,1) abgeschlossen.

f) Da die Topologien auf Bx/ (0, 1) und Bild(S) die punktweisen Grenzwerte
sind, haben sie dieselben Netze mit einem eindeutigen Grenzwert, d.h.

S, S~ sind stetig

Da Bx-(0,1) abgeschlossen ist, ist S(Bx/(0,1)) abgeschlossen.

Da Bc(0, I)BX(OJ) kompakt ist, ist S(Bx/(0,1)) kompakt. m

Satz 47.3 Sei A eine vertauschende vollstindige Lingenalgebra mit Fins.
Spec(A) ist mit der Topologie der punktweisen Grenzwerte kompakt.

Beweis. Nach Definition gilt

[y =1
J€ Specd = { Vo, floy) = f()f)
Wegen
|fi(x) fi(y) — f(2) f(y)
< fi(@)] [fi(y) = F) + [fW)] | fi(z) — f(=)]

topologischer Vektorraum
—

gilt
flay) — filey) = [fil@)fily) = f(2)f(y)
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und die Eigenschaften bleiben bei punktweisen Grenzwerten erhalten.
Damit ist Spec(A) abgeschlossen bzgl. punktweiser Grenzwerte.
Wegen || f||< 1 gilt

SpecA  C Bas(0,1)
abgeschlossen kompakt
Da Ba/(0,1) kompakt ist, ist Spec(A) kompakt. m
Satz 47.4 Sei A vertauschende vollstindige Lingenalgebra mit 1.
G:A— C(SpecA),x — (G(z) : Spec(A) — Sp(z) CC, f — f(x))
G erhdlt die Algebrastruktur, G, G(z) sind stetig und es gilt
VeeA: [G) | < =]
Gl < 1
Vee A: ||Glx) || = r(x)
Bemerkung 47.5 Die rechte Seite ist eine Algebra von Funktionen, also

leicht zu verstehen, die linke Seite ist schwer zu verstehen. Fventuell verliert
die Abbildung viel Information oder ist sogar die Null-Abbildung.

Beweis. Da Spec A kompakt ist, ist (C(SpecA),| - ||c) eine vollstandige
Langenalgebra. Wegen

Glay)(f) = flzy) = f(2)f(y)
= G@)(NGWI(S)
Glr+a-y)(f) = flet+a-y) =[f(x)+af(y)
= G()(f) +aGy)(f)
erhdlt G die Algebra-Struktur. Wegen

G (@) (N = [f @) <[ f ]
ist G(z) stetig. Wegen
| G(z) |

sup |G(z)(f)] <[l = |
I£1=1

Gl < 1
ist G stetig. Wegen

Sp(x) = {f(x)[f € Spec(A)}
= { Wertebereich von G(z) : Spec(A) — C,z — f(z)}

gilt

r(z)= sup |a|= sup [f(z)|=[G()]
a€Sp(z) fE€Spec(A)
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48. Vertauschende C*-Algebren

Definition 48.1 Sei A eine Algebra und fiir
x: A— Ax— "

gelte Ve e K, Va,y € A

& = (@) =u
@y = oty
(ax)* = az”
(zy)* = ya

Satz 48.2 a) * ist umkehrbar
b) 1" =
¢) Sei x umkehrbar. Dann ist x* umkehrbar und es gilt

(I*)71 — (xil)*

d) Sp(z*) = Sp(z)

Beweis. a)
VeeA: o =2)=""=1id

und * ist umkehrbar.
b)

VeeA: z¥ = (la)" =2"1"
VeeA: ¥ = (z1)"=1"2"

d.h. 1* ist Linkseins und Rechtseins. Da die Eins eindeutig ist, gilt

1=1"

rrt=1 = (@ Ha*=1"=1
=1 = @) =1"=1

Damit ist (z71)* ist rechts- und linksinvers zu z*.
d)

¢ — x ist umkehrbar <= (¢ — )" ist umkehrbar

<= ¢ —z" ist umkehrbar
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Definition 48.3 Fine C*-Algebra ist eine vollstindige Lingenalgebra mit
x, sodaf
veed: |zt =] o |

Satz 48.4 a) Fiir eine C*-Algebra gilt:
Vee X : |z =[]
b) In jeder x-Algebra mit 1 gilt
1" =1
¢) Fir eine C*-Algebra geniigt es zu fordern
Iz |?<|| 2 |

Beweis. a) 1. Fall || 2 ||= 0: Dann gilt || 2* ||=0=| z ||

2. Fall || z ||# O:
la|* = lz*z <[« ||z
[zl < [[="|
und
= <[l =* [I<[ =™ |=]| = |
b)

VreA: lx=zl==x
= VeeA: 21" =1"2" = 2*

= 1"=1

c)
Fa > < fz*z <[ =* [l |
[zl < [a* <] 2™ =] 2|
[z |? = |a*z|

Satz 48.5 Sei A C*-Algebra und a = a* € A. Dann gilt
r(a) = a|

und es gibt hochstens eine Linge auf einer C*-Algebra, die sie zu C*-Algebra
macht.
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Bewels.

= Jal?

on

= la

ﬁ
=
S
=
I

lim ||a"||™
n—oo

1
= lim HaQn ’
n—oo
= Jall
Seien || - [|1, || - ||l2 solche Lingen
lali = la*al,
= r(a*a)
- s |
ceSp(a*a)
[

Beispiel 48.6 a) A = L(H) ist eine C*-Algebra.
b) Jede abgeschlossene Unteralgebra A C L(H) mit

rcA=z2"c A

ist eine C*-Algebra.
¢) Sei dim H = co. Dann ist K(H) C L(H) eine C*-Algebra ohne FEins.
d) Sei X kompakt. Mit

f=1r
[ flle = sup{lf(t)]:te X}

ist A= C(X) eine C*-Algebra.
e) Jede abgeschlossene Unteralgebra A C C(X), die unverindert ist unter

f=1f
ist eine C*-Algebra.

Beweis. a) Wir haben schon gezeigt: Vollstindige Langenalgebra mit % und
fiir x € L(H) gilt
I |I? = sup{(zu, zu) | || u [|= 1}
= sup{(z"zu,u) | || u[|=1}

¥ r=(zz)*
= | ="z |
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b) Da A abgeschlossen ist, ist A vollstindige Lingenalgebra.
Ve € L(H): || z*x ||=| z ||* gilt wegen

reA=ax"ecA

auch in A.
Die x-Bedingungen gelten in L(H) und wegen € A = 2* € A auch in A.
¢) Wegen

xe€ K(H)=z"€ K(H)
und da K(H) abgeschlossene Unteralgebra ist, ist K(H) mit b) eine C*-
Algebra.
Fiir dim H = o ist id : H — H nicht kompakt, d.h.

1=id ¢ K(H)

d) Wir haben schon gezeigt: vollstindiger Langenraum. Es gilt

fr=rfel(X)
und somit
(f+9)" = J+g=T+g=1"+7
(af)" = af=af”
f9) = F9=39f
I fflle = I fflloo
= || ‘f|2 ”oo:H f2 Hoo

e) nach b) und d)
[

Satz 48.7 Sei A vertauschende C*-Algebra und
G:A— C(SpecA),z— (f— f(x))

Dann gilt:

Beweis. Seien a, b, c,d € R mit

fl) = a+ib
fl@*) = c+id.



a) Annahme: b+ d # 0. Wegen

gilt
x4zt —(a+o)l
Y btd —Y
bi + di .
fly) = b d !
Fiir e € R gilt
fly+ei) = i(l1+e)
|1+ el = |f(y + ed)|
< [ fllly+eil
Ifl<t _
< Il y+ei|l
(1+e)? < |y+eil?
c* N .
= | (y+ei)(y+ei) |
= (y—ei)(y +ei) |
= P+
< P | +€?
d.h.
1+ 2e <|| ? |

ein Widerspruch, da e beliebig grofs wird, somit gilt

b=—d
b) Annahme: a — ¢ # 0. Wegen
(iz —ix*)* = (iz* — ™) = —iz" + iz
gilt
- zx—zx;:(cd—b)l _
) = i(a +1ib) —i(s—l—id) —(d-b1

Wie in a) erhélt man einen Widerspruch, d.h.

a = ¢C

flx)=a—ib = c+id= f(z")
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]
Satz 48.8 Sei A wvertauschende C*-Algebra mit Eins. Dann ist

G+ A — C(SpecA),z > (Spec(A) — Sp(a), f — f())
umkehrbar und erhdlt die C*-Algebrenstruktur und ist lingenerhaltend.
Beweis. Da Spec A kompakt ist, ist C(Spec(A)) mit f = f* eine C*-
Algebra.

G(A) ist eine Unteralgebra.
Wir haben schon gezeigt: G(z*) = G(x) und fiir z € A gilt:

ek = | ="z 2z ||
vertauschend ” rrrte ”
C*fBe:dingung || o ||2
C™ —Bedingung || " H4
[ = (e
d.h.
r(@) = lim |2 =
n—oo
5
n
= lim <|| x ||? )
n—oo
= =]
Wegen

I G(z) [|=r(z) =] = |
ist G léngenerhaltend und es gilt

I G@? | = |=l? -
= |la"x |=) G()G) |

Wegen
Glz)=0=>2=0
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ist G eins zu eins. Wegen

G(zn) =y = (G(zn))n Cauchyfolge

léngenerhaltend
=

(zn)n Cauchyfolge in A

A abgeschlossen
8= dreA: 2, >z

G(z,) — G(x)

G stetig
=

ist G(A) abgeschlossen.
Die (x)-Bedingungen sind erfiillt wegen G(z*) = G(x).
Damit ist G(A) *-Unteralgebra von C(SpecA). Wegen

G(1)=1
gilt
1eG(A)
Gilt
Ve e A: fi(z) = G(z)(f1) = G(z)(f2) = fa(z)
so folgt
=1/
Wegen

fi#Ffo = FxecA: fi(z)# folo)
= JzeA: G)(fi) # G(x)(f)

trennt G(A) Punkte und somit gilt
G(A) = C(Spec(A))

und G ist auf. m
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49. Stetige Funktionen in C*-Algebren

Fiir x € L(H) und ein Polynom p(z,%,1) wéhlt man p(z,z*,1) € L(H).
Wir suchen eine Fortsetzung auf den Abschluf P(z,Z,1).

Satz 49.1 Sei A C*-Algebra mit 1 und x € A.
a) Die von z,1 erzeugte Unter-C*-Algebra:

C*(z,1) := m B.
z,1€B, B C*—Algebra

ist die kleinste C*-Algebra, die x,1 enthdlt.
b) Sei

P(z,z*,1) = { Linear-Kombinationen von Produkten x,2z",1}
d.h. die nicht-vertauschenden Polynome in x,z*. Dann gilt:
P(z,z*,1) = C*(z,1)

Beweis. a) Sie ist die kleinste, da iiber alle moglichen geschnitten wird.
b) Es gilt

P(z,z*,1) C C*(z,1)
P(z,z*,1) C C*(z,1)

P(z,2*,1) ist ein Untervektorraum und eine Algebra, da die Multiplikation
von Polynomen zweilinear und ist und es gilt (p(z)q(x))r(x) = p(z)(g(x)r(x)).
Damit ist P(z,x*,1) eine Unteralgebra.

Da P(x,2z*,1) abgeschlossen ist, ist sie vollstindig.

Die Eigenschaften von (x) gelten in A.

Da die linken und rechten Seiten in P(z,xz*,1) sind, gelten fiir P(x,z*,1)
die Bedingungen von (x).

VeeA: |z =] 2|

gilt weiterhin in P(x,z*,1).
Damit ist P(z,z*,1) eine C*-Algebra, die z,1 enthélt und es folgt

C*(x,1) C P(z,z*,1)
| |
Satz 49.2

C*(x,1) ist vertauschend <= zz* =z*x
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Beweis. “=": klar.
“<” In P(x,x*,1) lassen sich mit

A

die x nach links und die x* nach rechts ziehen.
Das tbertragt sich auf den Grenzwert.
Sei y, z € C*(x, 1) beliebig. Dann gilt

Fnsgn € Pla, 2™, 1) lim p, =yund lim g, = 2

und
Yz = lim p, lim g, = lim p,g,
n—oo n—oo n—oo
rx*=z"x . . .
= lim ¢,p, = lim ¢, lim p,
n—oo n—oo n—oo
[

Satz 49.3 a) Seien A,B C*-Algebren und f,g : B — A stetig und C*-
Algebra erhaltend. Dann ist

By = {zeB:f(z)=g(x)}
= (f-97'(0)

eine C*-Unteralgebra.
b) Sei B mit Eins. Dann gilt:

f=g auf C*(x,1) = { f(clc)
Beweis. a) Da f, g stetig ist, ist f — ¢ stetig und
By = (f — g)~1(0) ist abgeschlossen
Da f, g linear, ist f — g linear und
By = (f — g)'(0) ist ein Untervektorraum
Wegen

v,y € Bo = f(zy) = f(2)f(y) = 9(z)9(y) = g9(zy)
= xy € By
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ist By abgeschlossen unter Muliplikation und eine Unteralgebra.
Es gilt weiterhin
Vo € By: || 2%z ||=| = |2

Da f,g C*-Algebra erhaltend sind, gilt

f(@) = f(z)" = g(z)" = g(z")
d.h.
r € By = 2" € By

Die linken und rechten Seiten der (x)-Bedingungen sind in By und bleiben
erhalten, da f,g C*-Algebra erhaltend sind.

b) “=": z,1 € C*(x,1)

“<” Nach a) stimmen f, g auf P(x,z*,1) {iberein, also auf C*(z,1). =
Satz 49.4 Sei A C*-Algebra mit Eins und x € A mit xx* = x*x. Dann gilt
0,) Vy € C*(.’E, 1) : SpA(y) = SpC*(z,l) (y)

Die griéflere Algebra hat nicht mehr umkehrbare Elemente.

b) Die Abbildung

@ : Spec C*(x,1) — Spax = Spe+@nx CC, f— f(x)
ist umkehrbar und 2,271 sind stetig zwischen kompakten Riumen.

Beweis. a) Wegen

(c=y)a=alc—y)
= alc—y) ' =(c—y)la
gilt
¢ — y vertauscht mit z, 1
= (c—y)~! vertauscht mit z, 1
und

Yy € C*(x,1): B:=C*(z,(c—y)~ ', 1) ist vertauschende C*-Algebra
Wegen
C*(z,1) C B
gilt
G(C*(z,1)) C G(B) = C(SpecB)

Das langenerhaltende Bild der abgeschlossenen Teilmenge ist abgeschlossen.
Die Unteralgebra G(C*(z,1)) ist abgeschlossen unter

f—=1rf
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Seien f,g € SpecA. Dann gilt

f=gauf C*(z,1)

= f(y) =g(y) und f(1) = g(1)

= fle—y)=glc—y)

= flle=9) ) =Fl—y) " =glc—y)  =gllc—y™)
= f=gaufl,z,(c—y)*

= f=gauf C*(z,(c—y)~ 1)

Damit trennt G(C*(z,1)) Punkte. Damit folgt

G(C*(x,1)) = G(C*(w.(c—y)"1)
C*(z,1) = C*a,(c—y)~"1)
(c=p)™' € Ca1)
d.h.
¢ — y umkehrbar in A
= ¢ —y umkehrbar in C*(x,1)
2.) a) Wegen

Spr = {f(z):f € Spec C*(z,1)}
= { Wertebereich von & : Spec C*(x,1) — Spaz, f — f(z)}
ist & auf.

b) Da A C*-Algebra mit 1 ist, gilt f(1) = ¢g(1) und mit

7(0) = gla) } =Wy e C(@,1): f(y) = g(y)

ist & eins zu eins.
c¢) Da dieselbe Topologie des punktweisen Grenzwertes vorliegt, gilt

£ f Ll Yy € C*(z,1) = P(z,2%,1) : fi(y) — f(v)
Vy € P(’I,IE*, 1) : fl(y) i f(y)

<
filz) — f(2)
— { f:(1) — f(1)

&(fi) = fi(z) — f(x) = &(f)
und G(r),G(x)~! sind stetig. m

J‘}z(l)f:lif(l)
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Satz 49.5 (Funktionalkalkiil) Sei A eine C*-Algebra und x € A mit
rx* =x¥r und
z:8p(a) = C,c—c

Dann ezistiert eine eindeutige C*-Algebren erhaltende Abbildung
H:C(Sp(x)) = C*(z,1)
sodafs
H(z)==x
H erhdlt die Linge und heifst Funktionalkalkil bei x.
Beweis. Wegen zz* = x*z vertauscht C*(z,1) und
G C*(@,1) — C(Spec(C* (2, 1)),y (f > f(y))
ist umkehrbar und C*-Algebra erhaltend. Da
&+ Spec(C* (2, 1)) — Sp(x), f > f(x)
umkehrbar und £7! stetig ist, ist
# : O(Sp(x)) — C(Spec(C* (3, 1)), g > g 0 &
C*-Algebra erhaltend.

foi = foi
(fi-fa)od = (fio2) (fao2)
(fi+0bfe)od = (fiod)+0b(fao)
#(1) = loi=1

und umkehrbar durch (j:‘l)t.
H:CO(Sp(x)) — A, f — G12'(f)
ist C*-Algebra erhaltend und l&ngenerhaltend mit

H(z) = G '(i'(x)) =G '(z01)
= @)
H(1) _ 1

Da C(Sp(x)) erzeugt wird durch 1, z ist
H:C(Sp(z)) — A
eindeutig.
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Satz 49.6 a)

(f+9)@) = flz)+g(2)
(fo)@) = [f(z)g(x)
flx) = f(@")

und

Id : z — z wird abgebildet auf x

Id: z — Z wird abgebildet auf x*
b)

Sp(f(x)) = f(Spx)

c)

r=z"€ L(H) <= Yv: (zv,v) €R
<~ SpzCR

Beweis. a) G! erhilt die C*-Algebrenstruktur.

b)
Sprn f(x) = Spcs(a1)f(T)
= {Wertebereich von f auf Spz}
= f(Spx)
C) 77$77
r=2z" = Yu: (zv,v) = (v,2"0) = (v,zv) = (2V,V)

<= Yu: (zv,v) €R

7" Seien ¢ € C und u,v € H. Zieht man

(x(u+cv),u+ev) = (vu,u)+e(zu,v) +c{zv,u) + |c* (zv,v)
~—— —_———

—A -B —C
(x(u+cv),u+cv) = (zu,u)4cv,zu) +¢(u,zv) + |c (zv,v)
—— —_———

—A =B =

voneinander ab, so gilt mit c=1und ¢ =1

(xu,v) + {xv,u) = (v,2u) + (u,zv)

(zu,v) — {zv,u) = —{(v,zu)+ (u,zV)

Addieren ergibt
(xu,v) = (u, zv)
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Spr = {Wertebereich von G(z)}

gilt
Spr CR <= G(z)CR
— G(z)=G(z)=G(z")
— zxz=z
|

Definition 49.7 Sei z =z* € L(H).

x heifit positiv < Spx C [0,00)
< Spx ist positiv

Damit kann man Funktionalkalkidl mit Funktionen machen, die nur auf
[0,00) definiert sind.

Satz 49.8 Jedes positive x € L(H) besitzt eine eindeutig bestimmte positive
Quadratwurzel \/x.

Beweis. Da die Wurzel auf Sp(x) C [0, 00) existiert und eindeutig ist und
wegen
C*(x,1) = C(Spx)

existiert
y=Vz
und ist eindeutig.
Da die Koeffizienten in R sind (siehe den Beweis) und

(Va)* — (pn(@))" " pa(a®) — Va*
gilt
(Vo) = Ve "=V
Wegen
Spvx = /Spx C [0, 00)

ist \/x positiv.
[

Satz 49.9 Mit den stetigen Funktionen idy und id_ und dem Funktional-
kalkil laft sich ein x mit xx™* = x*x zerlegen als

x =x4 —x_ mit Spry, Spr_ C [0,00)
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Wegen
idy id_ =0
gilt
Ty -2 =0
Satz 49.10 Seixz € L(H).
x ist positiv <=  Yu: (zv,v) >0

.

Beweis. "=
(zv,0) = (Vavav,v)
SN
= [[Vav|*>0
7«<": Annahme: x_ # 0. Dann gilt
Jwe H: (zw,w) <0

Da z_ eine positive Funktion ist, verwende Funktionalkalkiil mit z_. Dann
gilt

(x_)? # 0 ist positive Funktion

rr_ = (ry—x_)r_ = —2%
Das ergibt
(zz_v,z_v) = —(2°v,z_0)
3 3
- <xiv,xiv>
—_——
>0

< 0
im Widerspruch zur Voraussetzung. m

Satz 49.11 Die Summe von zwei positiven Operatoren ist positiv.

Das ist bei der Charakterisierung mit dem Spektrum véllig unklar.

Man weiff aber nichts dber das Spektrum der Summe. Bei Matrizen kennt
man die Eigenwerte von A,B aber die Figenwerte von A+B sind véllig un-
klar.

Beweis.

(z1 +z2)V,0) = (210,0) + (T20,0)
0

\%

335



50. Literaturverzeichnis

C. Bar, Elementare Differentialgeometrie, de Gruyter, Berlin, 2001

B. v. Querenburg, Mengentheoretische Topologie, Springer, Berlin, 2000
Walter, Gewdéhnliche Differentialgleichungen, Springer, Berlin, 2000

D. Werner, Funktionalanalysis, Springer, Berlin, 2004

336



Sachverzeichnis

Arzela Ascoli, Satz von

Baire, Satz von
Hahn-Banach-Sitze
Hausdorffraum

nach Bogenldnge parametrisiert
Operator

Stone-Weierstrass, Satz von
Tichonoff, Satz von

Urysohn, Lemma von

Zorn, Lemma von

337

Kapitel 28

Satz 37.1

Kapitel 34

Topologie trennt Punkte
Geschwindigkeit 1
stetige lineare Abbildung
Kapitel 30

Satz 27.18

Kapitel 31

Kapitel 26



Inhaltsverzeichnis

Abschluss
absorbierend
Algebra
Beriihrungspunkt
beschrankt
Bildfilter
C*-Algebra
Cauchy-Netz
Charakter
Christoffelsymbole
Differential
Drehung

erzeugte Topologie
Exponentialabbildung
Filter

Filterbasis

Fliche

1. Fundamentalform
2. Fundamentalform
Funktionalkalkiil
Gaufkriimmung
Geodéte

geordnet

gerichtet
Geschwindigkeit 1
gleichgradig stetig
Grenzwert
Hauptkriimmung
Hilbertraum

Ideal

Kette

kompakt

konvex

kovariante Ableitung
kreisformig
Kriimmung einer Kurve
Kriimmungstensor
Kurve

Lange einer Kurve
Langenalgebra
linear geordnet

118
233
159
140
186
143
322
254
314
85
50
1
129
112
136
137
42
53
63
332
69
109
119
119
9
151
120, 140
68
245
310
134
145,277
233
87
233
19,23
94
6
13
294
134

lokalkompakt
lokalkonvex
maximales Element
mittlere Kriimmung
Mébiusband

Netz

obere Schranke
orientierbar
orientierungserhaltend
orientierungsumkehrend
parallel
Parallelverschiebung
Prihilbertraum
Produkttopologie
senkrecht

senkrechte Basis
Senkrechtenfeld
Senkrechtenkriimmung
Senkrechtenvektor
Skalarprodukt
Spektralradius
Spektrum

Spiegelung

stetig

sublinear

summierbar
Tangentialebene
Tangentialvektor
teilgeordnet

Topologie

Topologie trennt Punkte
topologischer Raum

topologischer Vektorraum

Umgebungsbasis
Umgebungsfilter
Umkehrsatz
Vektorfeld
Vervollstandigung
Vieleck

Windung

338

155
227
134
69

61
119
134
58

7

7
106
106
245
129, 144
3,251
260
58
67
17,23
243
299
297

1

126
192
253
48
48
134
116
122
116
225
117
136
35
86
170
13
26



