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Vorwort

In der Numerik werden Interpolation, Iterationsverfahren, schnelle Fourier-
transformation, Differentiation und Integration und Splines abgedeckt.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden der Zentrale Grenzwertsatz, das
starke und schwache Gesetz der groken Zahlen, Bedingte Erwartungswerte
und Martingale und die Brownsche Bewegung behandelt. Die erforderliche
Mafstheorie ist vollstindig dargestellt.

Alle Beweise sind detailliert ausgefiihrt.

Anregende Diskussionen mit den Mathematik-HochschullehrerInnen der Uni-
versitdt Miinster haben dieses Buch ermoglicht.
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Teil |I.
Numerik

1. Langen

Definition 1.1 Sei V ein K-Vektorraum. FEine Ldnge auf V ist eine Ab-
bildung
[ -1l: V= [0,00),z =] |

mit
1.) Aus ||z ||=0 folgt x =0
2.) Vee KV eV cx|=|c || x|
3)  NVoyeVilztyl<lzl+lyl

Ein Vektorraum mit einer Linge heifit Lingenraum.
Schreibweise: (V|| - 1]).

Im Folgenden betrachten wir nur den R™:

Satz 1.2 Mit dem Skalarprodukt auf dem R™ definiert man

H ' ||2: R™ — [0,00),ZC = <$,I> =

r=0 <= | z|2=0
xr=0 = (z,y)=0

b) Fir z,y € R™ gilt:
[y | <[l 2]l v [l2
¢) Es gilt

[{z,y) | =]z |l2l| y |2 <= =,y linear abhdngig
d) || - ||z ist eine Linge.

Beweis. Wegen > " 27 > 0 ist die Wurzel definiert und > 0. Damit ist
die Abbildung definiert.



a) Da die Wurzel /- streng monoton steigend ist, gilt

z=0 r,=0fur1 <i<n

r7=0fir1<i<n

(x,x) 221:12 =0
|z l2=+V/(z,2) =0

111

und
(,9) =(0-y,9)=0-(y,y) =0
b) Fiir x = 0 oder y = 0 gilt

(@9 [ =0 <[z 2] v [l

und die Behauptung stimmt.
Seien = # 0 # y. Fir alle ¢t > 0 gilt

2

o
IN

1
tr £ —
T ty

2
1 1
= tr + -y, te £ —
(o jutot o)

(o tx) & bz, 2y & ( 2y e )+ (1y L
Z,lT x’ty tyax ty’ty

1
Cllalz+5 lly 3 2 ()

Fiir 12 = {42 folgt

llll

0<2zlllyllz+2(xy)
und damit die Behauptung.
[z, y) | = £ (@,9) <[ = |2l y |2
c) 1. Fall: Fiir £ = 0 oder y = 0 sind x,y linear abhingig und es gilt
[z y) [=0=lzl2-lyl2
2. Fall: Seien x # 0 # y.

“=7 Mit
) = lzlklylk

2 _ Dyl

s

2



folgt

1| 1
-yl = el lylE -2
2
2 @ llzlly llz =2l ll2ll v [l2
=0
und mit a)
1
tr—-y = 0
Ty
y 1
x = -
t?/
Also sind x und y linear abhingig.
Mit
(my) = —llzllyl
2 _ Nyl
[ {2
folgt
1|7 1
trt gyl = Elaldg ly 326
2
= 2z lellyllz =212l yl2
0
und somit
1
tx—|—;y =0
; 1
x = —=
ty

Also sind x und y linear abhingig.
“<” Seien x,y linear abhingig, d.h. y = ax. Dann gilt

[y = lal-[(2,2)]
= \/&\/a\/ (z,2)v <$,£C>
= (z,2)y/{az, az)

I [l2]l ¥ [l2



d) Skalarmultiplikation

leyllz = VA{cy,cy) = /e (y,y)
= VIVl y,y) = e | y 2

Addition

Il [13 +2 (z,9) + [l y II3
2 113 +21 (z,9) |+ [l y 1I3

lz+y 3

INE A

Tz 3 +20 = 2l yll2+ 1y 13
(I ll2+ 1y 112)*

Zieht man auf beiden Seiten die Wurzel, folgt die Behauptung, da die Wurzel
\/- streng monoton steigend ist. m

Satz 1.3

- [l R™ = [0,00), 2 — Y ||
i=1
I [loo: R® = [0,00), & — max{|z1],. .., |Tn|}
sind Langen im R™.

Beweis. a)

lzlhi=0 2% Sjul=0
=1

— VIi<i<n:|z]=0
<— Vi<i<n:xz; =0

und

n n
lexl = D lewil =le Y lail = el |  |lx
i=1 i=1

Wegen

n n n
latyln = Slritul <3 lal + 3 luil
=1 =1

=1
= lzh+lylh



b)

und

Wegen

gilt

|2 llo=0 2L wmix]a;| = 0
1=
— Vi<i<n:|z]=0
<— Vi<i<n:x;=0
lexlle = max|ezi| = [ef max |z = || || 2 [l

V1<i<mn: |z + |yl

IN

n n
max |z;| + max [y;|
=1 i=1

max (|| + [yi]) < max [a;] + max [y
=1 =1 =1

lz+ylle = max|e;+yi| < max(|z| + yi))

IA

n n
max |z;] + max [y;|
i=1 i=1

12 [loo + 119 lloo



2. Langen linearer Abbildungen

Seien U,V endlich-dimensionale Léngenrdume.

Definition 2.1
BWU,V):={T:U — V linear}

wird ein Langenraum durch

I llov: BUV)=>RT—|Tl|:= sup ————= sup ||Tulv
ueU\{0} | o lull=1

Beweis. Da sich m an Lange und T linear vorbeiziehen 1aft, gilt

| Tu |lv ‘ u H
sup —— = sup ||T
wetnfoy |l ulo wern{oy || [l
= sup ||Tullv
lull=1
Wegen
Vo, || @ [lo=1:[ Az + Bz || < [ Az | + | Bz ||
< sup || Az | + sup || Bz ||
llzl|=1 lz]|=1
sup || Az + Bz || < sup || Az | + sup || Bz ||
llzll=1 llzl|=1 lz]|=1
gilt
Al = ”SIHIP | Az [|=0
x||=1
[cAll = sup | cAx = sup ||| Az ||
llz]|=1 llzl|=1
= | |Sl\1£)1 | Az [|= e[ | Al
|A+B| = sup || Az + Bz |
llz]=1
S.0.
< sup ||[Az |+ sup | Bz ||
llz]|=1 llzl|=1
= [[Al+]B]
und
[Al=0 <= HSlulp | Az [[=0
x||=1
< Va:|Az|=0
<— Ve:Ax=0
— A=0



Beispiel 2.2 Obige Linge wurde aus den Lingen auf U und V konstruiert.
Man kann Ldngen aber auch direkt konstruieren.

|- K™ >R, A sup |a]

1<4,5<n
1st eine Ldnge.
Beweis. Wegen
VI<i,j<n: |a;+bij| < laij|+ |byl
< sup |a;j|+ sup |bi]
1<i,5<n 1<i,5<n
sup (lai; +bi5]) < sup |a|+ sup |bil
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
gilt
[eAl = sup |caij| = || sup |a;| = e | A
1<i,j<n 1<i,j<n
[A+B| = sup  [ag; + by
1<i,j<n
< sup J|a;j| + sup |bi]
1<i,5<n 1<i,5<n
= [Al+BI
|All=0 <= Vi, j:la;|=0
— A=0
™

Bemerkung 2.3 | T |lu,v gibt an, wie stark T die Linge eines Vektors
hochstens vergrofert.

Satz 2.4 Es gilt

a)  VueU:[|Tull<[| T wlv

b)  lid|=1

c)  IABJ<[AlB|

d) |T:inf{L>0: sup || Tu ||< L}
llull=1



Beweis. a) 1. Fall: Sei u # 0. Aus

| Tu || | Tu |
< s =T
[l lul|=1 |l
folgt
| Tu 1< T[] w ]
2. Fall: Sei w = 0. Dann gilt
[ Tul|=0=][u|
b)
id
lidul _ ol
lull=1 [l lul|=1 | |l lull=1
c)
ABu || @) A llll Bu
sup 145012 gup LML _y 4
=t lull ==
d) Wegen
‘Slllgl | Tu (<[ T
gilt
inf{L >0: sup || Tu|< L} <|| T
[lul[=1
Wegen
sup || Tu [|=[| T
[lull=1
gilt
inf {L >0: sup || Tu||< L} >\ T |
[lul[=1
]
Satz 2.5
n
Al = maXZ laik| (die mazimale Zeilensumme)
k=1
AL = m,?XZ |aix| (die maximale Spaltensumme)

i=1

Merkregel: FEin Buch hat eine Spalte und unendlich viele Zeilen.



Beweis. a) Sei || z ||o=1 und A # 0.

| Az [|oo

max
A

n
E Ak Tk
k=1

n
< max) el |zl
! k=1
Sllzlloo=1
<

n
maxz |aik]
b ok=1

Das Maximum werde fiir ¢ = j angenommen.
Fiir A # 0 ist dann ein aj; # 0. Flir y mit

%k fir aj, #0
Yk =19 lajxl
0 fiir a;, =0
gilt
n
= = 1
1Y lloo max [y |
aj k ..
QG pYx = Gk I = |a; | fiir aj #0
J,
und

max

| Aylloe = max

n
Z i, kYK
k=1
n
= > lajxl
k=1

n
E AjkYk
k=1




b) Sei >-}_, |zx| = 1. Dann gilt

n n

D

Az = 3TN aas

=1 k=1
n n

< Z(WJZ%H)
k=1 =1

<

(3500) ()

n
= |zl ~m?xz ||
T i=1

n
= max Z |aik]
i=1
Sei j die Spalte, in der das Maximum angenommen wird. Setze

N = #{Z L Qi # 0}

1 i fiir Qi 7é 0
vi = oy el
0 fir Qi = 0
Dann gilt
N 1 Qg
Hy”l = ZN ‘aij| =1
i=1 :
Qi ir .
aiy; = ﬁmm = laijlly;|  fir a;; #0
ij

10



und

n n
max
H?XEZWM| 25 ai]
i=1 i=1
n n
(S (zw)
j=1 i=1

—_——

=1
n n

= 2.
j=11i=1

n

= 2|2 s

j=1li=1
= Ay

aizy; |
——
>0

n

]
Satz 2.6 Ist T umkehrbar, so erhdlt man eine neue Linge durch
|z llo:=| Tz |

Fiir diese gilt
| Allr=|| TAT™ |

Beweis. a)

|z ||7=0 — | Tz |=0 < Tz =0
T umkehrbar
= =0
I @ ||z = | Tz =0
|z+ylr B [ T(z+y) |
PR Te Ty
< | Tz ||+ | Ty |
= |2z + 1y llr
[ cx [l = | T(cz) |
T linear
= lel | Tz [|= [e] || ||z

11



Ax
1Ale = swplrlr
w20 || |7
T
w20 || Tz ||
T umk:ehrbar sup || TAT_ly H
vz0 | TT 1y ||
_ | TAT 1y ||
= sup ———
y#0 ” Yy ”
= | TAT ||
| |
Satz 2.7 FirU =V = R",| - ||l2) gilt
| All=Vcmax(A*A)

wobei cmax(A*A) der mazimale Eigenwert der Matriz A* A ist.

Beweis. Wegen
(ATA)T = AT(ATYT = AT A
gibt es eine senkrechte Basis uy,...,u, mit Linge 1 aus Eigenvektoren mit

Eigenwerten c; > 0.
Ein beliebiges x mit || x ||2= 1 14kt sich in der senkrechten Basis mit Lange

1 darstellen als .
xr = Z biui
i=1

mit

1=|z |3 <Zbiuivzba‘u;‘>
i=1 j=1

= 2> biby (uiuy)

i=1 j=1

= zn: b?
i=1

12



Das ergibt,

I Az |13

<A i biui, Ai bjUj>
i=1 j=1

= Z bibj <ATAUi,Uj>

i,j=1

n
= Z bibjcz- <ui,uj>
i,j=1
n n
= Zbgcz < Cmamzbg
i=1 i=1
=1

cmar

Somit
I A< vemaa
Fiir den grofiten Eigenwert ¢; zum Eigenvektor w; mit || u; [|= 1 gilt
AT > || Au; [I3= (Auy, Aug)
= c? (uj,uj) = c?

und somit auch

H A HZ V Cmazx

13



3. Fehlerverstiarkung

Definition 3.1 Seien f,g: R — R.
a) Es gilt g(t)= O(h(t)) <=

3C >0 >0V <8 || g) I< Clr()]
b) Es gilt g(t)= o(h(t)) —

I >03c: (=6,0) >RV|t| <6 { ;g ﬂiﬁ’fo“it‘)@w

Ein Anfangsfehler Ax in den Daten soll sich nach Méglichkeit nicht zu sehr
verstirken.

Definition 3.2 Sei f : U C R™ — R differenzierbar und xo € U. Der Wert
f(xo) soll berechnet werden. Fiir den relativen Fehler gill in erster Naherung

Af(zg) <=, Az
— Nk
f(xo) JZ:; Ty

mit of
kj:=——(z
! al'j( O)f(l'o)
k; beschreibt, wie stark sich der relative Fehler in den Eingangsdaten durch
die Rechnung verstdarkt.

Beweis. Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt
flwo+Az) = f(zo) + Df(x0)Ax +r(z)

= o)+ Y g w0 + r(a)
j=1 "

Das ergibt
Af(xo) _ f(zo + Ax) — f(20)
f(zo) f(zo)
1 m Bf
f(xO) Zl aixj(‘LO)A‘LJ
[

Satz 3.3 a) Fir Multiplikation, Division und fir die Addition von Zahlen
gleichen Vorzeichens gilt
ksl <1

b) Fir die Subtraktion von Zahlen gleichen Vorzeichens kann |k;| sehr grof8
werden.

14



Beweis. a) Fiir f(z1,22) = z1x2 ergibt sich

o 87f X1 _ T1Tg o
Ozy f(z)  mix2

3}

Fir f(21,22) = 7L ergibt sich

3f 1 1 X

k — —_— = — — ]_
! Ox1 f(x) o x1/mo

k o 37f Z2  —21 T2 1
2 dzy f(x) r3 x1/30

Fiir f(x1,22) = 1 + 22 ergibt sich

af x 1
kil = |=—— = <1
[ ox1 f(x) T1+xo|
b) Fiir f(z1,x2) = x1 — o ergibt sich
8f I I

b= 91 _
YT 01y f(z) T x—

Das kann sehr grofs werden fiir z; — 2o = 0. =

Definition 3.4 Sei f(xq) zu berechnen in B(zg,?).
Definiere die kleinsten oberen absoluten und relativen Schranken.

Lan(®) = inf{L>0:Yz e B(zo.0) || f(z) — f(zo) |< L || z— o |}
o | NPCEESTRYERE A
Lrel((S) = f{L>O.VI€B(l‘Q,5) : H f(xo H <L ” 70 ”
Kups = %E}% Labs((s)
Kpe = %E}% Lrel((s)

Satz 3.5 Ist f differenzierbar, so gilt

Ko <] f'(z0) | M

Beweis. Wegen

f(z) f(@o) + (z = @o) £ (w0) + ()

0 = lim —®
T—xo T — T

15



und

tigg 1/ @) = f(@o) [l zo |l
z=zo || f(wo) ||l z — 0 ||
L (@o) (@ — o) + 7(2) Il 2o ||

= 1

2250 I (o) [ — o |

@) Mol . lr@ ] ol

1 - -/ - 1
S T @ T ez —zo [T fo) |

=0
| /(2o Il o |
| 7o) |

ergibt sich

PV COTEN
| £ (o) |l

]

Definition 3.6 Sei A umkehrbar und Ax = b zu losen, d.h.

z=A"1b
Dann gilt
Kaps = || A H
K < [[ATH[A]

Die Kondition einer Matrix wird deshalb definiert als
Kond(A) :=[| A7 [ A

Beweis. a) Setze f(y) = A~'y. Da sich m an der Linge und an dem

linearen A~! vorbeiziehen l&§t, gilt

_1 _
inf<{L>0: sup HA(y—yO)” <L
yE€B(yo,9) v —wvo |l

inf {L >0: sup || A7y |I< L}
I

yll=1
= 1At
b) Mit f(y) = A~y gilt
flly)=A""

16



Das ergibt,

Yy
_ Ax
< JTATHIIA

Wenn die Matrix A und der Vektor b einen Fehler haben, wie grof ist dann
hochstens der Fehler der Losung?

Satz 3.7 Seien A,AA € M(n x n,C) und A umkehrbar mit
AT T AA <1
a) A+ AA ist umkehrbar und es gilt

A7
1- A= [ AA
b) Seien b, Ab € C",b # 0 und z,x + Az die Losungen von

I(A+A4)7" <

(A4+AA)(z+Ax) = b+ Ab
Ar = b
Dann gilt
| Az || Kond(A) [AA] | 1AL
= [AA] +
ol = 1= Kond()BAL UTAT 0]
Beweis. a) Fiir y # 0 ist
[I+AT Ay || >yl - A A4y
> [yl = A I AALD
> 0

Somit ist
I+ A TAA:K® - K®

eins zu eins und daher umkehrbar und

lz| = ||(I+ATAA)T+ATTAA) 2|
> (T ATAA) e ] (1- | A AA )
I—FA_lAA_lx S ||'TH
I el s AT rAA
sup 1
T+ ATAA)? <
I¢ N S P A VY]

17



Auch
A+ AA=A(I+ATAA)

ist umkehrbar mit
(A+AA) = (T+ATAA) AT

und es ergibt sich

[(A+AA)TH] = | (I+ATA4)TIAT|
< [ E+ATTAA)TH| AT
_ Ay
S AT 4]
b) Zieht man
(A+AA)(x+Az) = b+ AD
Axr = b

voneinander ab, so erhélt man

Az + AAx + AAz + (AA)Ax — Az = b+ Ab—D
(A+ AA)Az = Ab—AAzx

d.h.
Az = (A+ AA)"Y(Ab— AAx)

Es folgt fiir x # 0

| Ax | | (A+ A4~ ]| Ab— Ada |
B < T
A <|| Ab | )
< + || AA
AT AAT\ =y 1441
B Kond(A) ( I ||)
1~ Kond() BAL \TATT 21 TAT
b=l Az|<]|Allz| Kond(A) <|| Ab|| || AA ||)
S AA
T~ Kond( ) 52T \ 5T * AT

18



4. Umformungen von Matrizen

Definition 4.1 Sei

1

d.h. i-te und k-te Spalte der Einheitsmatriz wurden vertauscht.

Satz 4.2 a) Py, = ﬁz;c und P3 =1 und daher Py, = Pizl

b) Py A ist die Matriz A nach Vertauschen der i-ten und k-ten Zeile
¢) APy, ist die Matriz A nach Vertauschen der i-ten und k-ten Spalte

Beweis. a) Mit i # j # k gilt

PijPij(e:) = Pij(ej) = e

Pij P” (ej) = Pij (61) =e€j

RJPZj(ek) = Plj(ek) = e
und somit

PPy = 1
-1
Py = P
b) Sei i < j.
! a1 a1
0 --- 1 a a
P = : : f _

1 ... 0 ar a.

1 ai,n apn

)

¢) PEAT = P, AT vertauscht i-te und k-te Zeile von AT.
APy = (PLATYT = (PyAT)T

vertauscht i-te und k-te Spalte von A. m

19



Definition 4.3 Sei A gegeben und L; die Finheitsmatriz, wobei in der i-ten
Spalte unterhalb der 1 die Nullen abgeindert wurden zu

Vz+1§]§n lji

d.h.
1 0
1
Li= liv1s 1
0 ln,i 1

Satz 4.4 Sei B = L;A. Firl < j <mn seien a;,b; die Zeilen von A und B.
L; verindert nur die Zeilen j > i+1. Es addiert das l;;-fache der i-ten Zeile
zur j-ten Zeile:

V1§j§2b7 = ay
VZ+1§j§an = aj—&-ljiai
Beweis.
a1k
ol
> =1 l1jan
. Qi
L;ak = . = v
’ o lit1,iGik + Qig1,k
> =1 Injaje .
ln,iaik + An, k
]

Satz 4.5 Es gilt
L' =2E, - L

d.h. L;l hat statt der Eintrige l;; die Eintrige —l;;.
Beweis. Fiir k # i gilt

(2 : En - Lz)Lz(ek) = (2 . En - L1)(6k)

= 2ep—ep =e
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und

0
— @2 E,-L)| !
liv1
ln,
0 0
_ o 1
liv1, livii+lig1i-1
ln,i ln,i + ln,i -1
— €;
Wegen
(2-B,—-L)L; = 2L;—L?
= Ll(2 . En - LL)
folgt
Li'=2-E,—-L;
[}

Satz 4.6 a) Das Produkt von linken unteren Dreiecksmalrizen ist eine linke
untere Dreiecksmatriz.

b) Das Produkt von linken unteren Dreiecksmatrizen mit Diagonaleintrigen
1 ist eine linke untere Dreiecksmatriz mit Diagonaleintrigen 1.

¢) Das Produkt von rechten oberen Dreiecksmatrizen ist eine rechte obere
Dretecksmatriz.

Beweis. a) Seien i < j und L, M linke untere Dreiecksmatrizen.

n
E L
k=1

7j—1 n
= lik ki + lik — mp;
2l 4D, lw,

(LM);;

N k=j N .
=0, fiir k<j 7 =0 fiir k>j>i

= 0

21



i—1 n

Dl me A L mi+ > Lk mg
k=1 > M k=i+1 >

= =0 fiir k<i =1 =1 =141 0 fiir k>i

= 1

c) Seien R,S rechte obere Dreiecksmatrizen.
Dann sind RT, ST linke untere Dreiecksmatrizen.
Nach a) ist STRT ebenfalls eine linke untere Dreiecksmatrix.
Damit ist
RS = (STRTT

eine rechte obere Dreiecksmatrix. m
Satz 4.7 a) Eine linke untere Dreiecksmatriz ist umkehrbar <=

Dann ist L= wieder eine linke untere Dreiecksmatriz
Hat L die Diagonalelemente 1, so hat L~ die Diagonalelemente 1.
b) Eine rechte obere Dreiecksmatriz ist umkehrbar <

Vi<i<mn:rg#0
Dann ist R~ wieder eine rechte obere Dreiecksmatriz
Beweis. a)
L ist umkehrbar <= detL #0
<— ﬁ lii #0
<— szllgign:l“-;é()

Sei M = L. Annahme: 3 < j mit m;; # 0.
Wihle das grofste solche j in der i-ten Zeile. Dann gilt

n
(ML)i; = > mikli
k=1
j—1 n
= Zmik lj +mij i + Z Mg lij
— ~ “— ~—~
k=1 =0 #0  #0 k=j+1 =0, da grofites

£ 0
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im Widerspruch zu

ML = L'L=1,
und
1 = 1= (L7'L)
j—1 n
= > omi by Amy Ly + > mae by
Pt —~ ~~ S~
=0 da k<j =1 =0 da k>j
= myjj

b) RT ist linke untere Dreiecksmatrix. Mit a) gilt

R ist umkehrbar

< RT ist umkehrbar

<a:)> Vi<i<n: ry;#0
und (RT)~! ist linke untere Dreiecksmatrix. Wegen

RT(RT)_l =1= (RR—I)T _ (R_l)TRT
gilt
(RT)_l _ (R_l)T

und R~! ist rechte obere Dreiecksmatrix. m

Satz 4.8 Fir: < k gilt

1
1
lit1,
L;Ly =
1
Lkt
ln,i ln,k’ 1

Beweis. L; addiert das [j;-fache der i-ten Zeile zur j-ten.
Die i-te Zeile von L, ist

a;=(0,...,0, 1 ,0,...,0)
~—~
i-te Stelle
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Damit folgt

by = a;jfir1<j<i
= aj+(0,...,0, lji'1707"'70)
~———
i-te Stelle
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5. LR-Zerlegung

Fir A € M(n x n,R) soll Az = b gelst werden.

Satz 5.1 Es sind gleichwertig:
a) Das Gleichungssystem hat genau eine Lisung:

Az eR*": Az =D

b) A ist umkehrbar.

c) A ist eins zu eins.

d) Av =0 < z=0

e) Die Determinante ist ungleich Null: det A # 0
f) 0 ist kein Figenwert von A

g) Es gibt ein B € M(n xn,R): AB=1, = BA

Beweis. Das haben wir in der Einfiihrung gezeigt. m

Das LR-Verfahren

Sei Az = b. Betrachte im Folgenden die Matrix A = (A, b)

Bearbeite in jedem Schritt eine Spalte der Matrix A.

1. Spalte: Sind alle Eintréige in der ersten Spalte Null, so gehe zur zweiten
Spalte.

Ist ein a;; # 0, so suche das 1 < j < n, sodaf \aj1| maximal ist.
Vertausche die erste und j-te Zeile mit der Matrix P

A/ = Ple
und ziehe mit L, von allen Zeilen 2 < j < n das

/
_ %1

L1 =
J1 7
ary

-fache der 1. Zeile ab. Dadurch werden alle Eintrige in der ersten Spalte
Null, aufser af;.
*

*
AN = Llple: 0

k-te Spalte:
In den ersten Spalten 1,...,k — 1 von A®~1) ist unterhalb der Diagonalen
schon alles Null.
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Sind alle Eintrége ax11 4, ..., an,r Null so gehe zur Spalte k + 1.
Ist ein aji, # O fiir j>k, so wéhle das k < j < n, sodaf |a;;| maximal wird.
Vertausche die k-te und j-te Zeile mit der Matrix P}

A= ijA(k_l)

Da nur Zeilen >k-1 vertauscht werden, hat A’ weiterhin Nullen unterhalb
der Diagonale fiir 1 <i <k — 1.
Ziehe mittels

1
Ly = L
Ttk
ln,k 1
von allen Zeilen £+ 1 < j < n das

a’,

I — Ik

" g

-fache der k-ten Zeile ab. Dadurch werden alle Eintrége a;; mit j > k + 1,
d.h. unterhalb der Diagonalen Null

* %k *

A(k) = LkijA(k_l) = ) .
0 % %

0 =

Das Verfahren kann durch folgende Matrix beschrieben werden
R=L, 1P, 1...L1PA

mit P; = P fiirein ¢ < j <n.
R ist eine rechte obere Dreiecksmatrix.
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Satz 5.2 Sei Ly eine linke untere Dreiecksmatriz mit Diagonalelementen
1 und P;; vertausche nur Elemente ini,j > k+ 1. Dann hat

ik = Piij.Pij

die selbe Form wie Ly, nur daf$ die 1, gemdfi P;; vertauscht wurden.

Beweis.
ik = PiijPij
1
kg1 O -+ 1
1 0
Ink O
1
= levie 1
Lok 1
n

Satz 5.3 Sei A € R™*™ umkehrbar. Dann gilt
a) Es gibt ein P = P,_1 ... Py, eine untere Dreiecksmatriz L mit Diagonal-
elementen 1 und eine obere Dreiecksmatriz R mit

PA=LR

b) Die LR-Zerlequnyg ist eindeutig.
¢) Damit lifit sich Az = b losen durch:

Lz = Pb
Rx = =z

Beweis. a) Aus
Ly 1Py ... LiPLA=R

folgt
A=PL'...P, L' R
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Da ~
Pyi...Peyri Lyt = LiPyy ... Poys

lassen sich die P; an den L; vorbeiziehen und es gilt

PA = P,,---PPL' P, LR
= P,y --PP-Py, 1Ly L, 1R
= Ly L, 1R

und ~ ~
L= Ll"'Ln,1

ist eine linke untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1, d.h.
PA=LR

Damit ist L umkehrbar mit

b) Sei LR = M S. Dann gilt

RS~ ist rechte obere Dreiecksmatrix
LM ist linke untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1

und somit
RS '=L"'M=1,
Damit gilt
R = S
M = L

PAxz = Pb
LRx = Pb
= LRx = Lz
— Rx ==z



Berechnung von A™!

Lose Az = ¢; fiir 1 <i < n mit der LR-Zerlegung. Dann gilt
A7t = (x(l), . x("))

oder fiihre das Verfahren der LR-Zerlegung mit der Matrix (4, 1,) aus

| 1 0
A
| 0 1
riy k * | = 0
= * |
0 Ton | % *
11 0 | = *
= |
0 Ton | % *
1 0 |
= | Afl
0 1]

Das Programm

Setze ¢; =i fiir 0 < i < n (Speichern der Vertauschungen)
Firp=1,...,n—1:
Wiéhle j € {p,...,n} mit |ag, ,| = maxp—p . n|ag, pl
Vertausche die Zeilen g; und g, d.h. die Werte
Firk=p+1,...,n
Falls a4, = 0: Breche das Programm ab.
Setze | = agq,p/aq,q, (Multiplikationsfaktor)
Setze aq,p = [ (Speichere [ statt aq,, = 0 in der Matrix)
Firj=p+1,...,n:
Setze ag,; = aq,; — lag,; (Matrix AP))
Setze by, = by, — lby, (Vektor b(P))

Loésung durch:
Setze x,, = by, /ag,n
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Firk=n—1,...,1 setze

u 1
Tk = (bqk - Z anixi> P

i=k+1 ark

Satz 5.4 a) Der Aufwand des Algorithmus ist 1n® 4+ O(n?)

b) Die Zeilenvertauschung wird als Vektor gespeichert und nicht im Speicher
durchgefiihrt.

c) A und b werden iberschrieben: Anstelle der Nullen werden die Fakoren
li; in der Matriz gespeichert, die Einsen auf der Diagonale von L miissen
nicht gespeichert werden, d.h.

Beweis. In jeder Spalte k gilt:
Fir k+1 < j <n werden

berechnet. Das sind n-k Werte.
Die l;;, werden auf die Zeilen k +1 < m < n angewendet
Ajm = Ajm — ljkakm

Das sind n — k Zeilen mit jeweils n — k Eintrigen. Das ergibt

2(71 —k)(n—k)+> (n—k)
k=1 k=1

= Y K +0(n%
k=1

I e R

= 5 + 0(n?)
1 2

= §n3+0(n)

Begriindung fiir die Zeilenvertauschung
Es wird



berechnet.

Ist a;; klein, so ist % grofs.
"1
Die relativen Fehler von a;; und % sind gleich.
77

Damit wird der absolute Fehler von % grof. Deshalb sucht man immer das
grofste Element.

Beispiel 5.5 Seie > 0 sehr klein.

hat die Losung

1 1 1
r=— ~
1—e\1l-2¢ 1

Ohne mazimale Spaltenelementsuche gilt

()

Mit mazimaler Spaltenelementsuche gilt

()

Beweis. Da ¢ < 1 ist A umkehrbar und

EX1 + X2
1 +x9 = 2
hat die genaue Lésung
1 = ex1+(2—a1)
-1 1
€T = =
! —14+¢e 1-¢
1 1-2
Tro = 2 — = <
1—-e¢ 1—-¢

Ohne maximale Suche gilt



Das ergibt,

-1

T2 = 17%%1
1

T, = *(1—"1,'2)%0
E N—_——

Mit maximaler Suche gilt

Das ergibt
1—2¢
To = ~
2 1—¢
T = 2—x9=1
[

Manchmal reicht die Suche nach dem maximalen Spaltenelement aber nicht
aus. Dann bendstigt man auch Spaltenvertauschungen.

)

Beispiel 5.6

N
— =
= =
N~

&

Il
RS
DN ™ |

Beweis.
1 1 ‘ 1
€ 1>
11 ] 2
1 1
(1 R 1)
0 1—2 | 2—2
ergibt
9_1
Ty = 1_2%1
1 12— it grokem Fehl
T = = —= mit grolem Fehler
! e e1-1 &
——
~1
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Spaltenvertauschung ergibt

N
= =
— =
DO o =
N———

d.h.

Ty = ~1

. 1 1
Tog = - —
2 € 1—¢
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6. Das Verfahren fiir positiv definite Matrizen

Definition 6.1 A € M(n x n,C) heifit positiv definit <
—T

a) A=A

b) Vo € C"\{0} : 2T Az >0

Satz 6.2 Sei A positiv definit. Dann gilt
a) A™1 existiert und ist positiv definit.
b) Alle
ail,il N ail,ik_
B’il,ik =
Qigyiy o0 Qigig

sind positiv definit. Insbesondere gilt
Vi<i<n:ay; >0
¢) Alle Eigenwerte sind > 0.

Beweis. a) Annahme: es gibt x # 0 mit Az = 0.
Dann erhalt man den Widerspruch

0<zTAz=2T0=0

Somit ist A eins zu eins und umkehrbar. Wegen
1, = 15 — (AA—l)T — (A_1>TAT
L, = 1P=A"1A)T = AT(A™HT

gilt
Afl — (AT)fl _ (Afl)T
Sei y # 0 beliebig. Da A umkehrbar ist, gibt es ein x mit Az = y und
yTA ™y = 2TATA 1Az
= TAT
= 2TAz>0

T

b) symmetrisch: Wegen A = A7 gilt

Aiyyip oo Qigig,
Bihik - : : - Bik-,il

Qigin oo Qigyip
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d.h.
T —
(B )ilik = Bi, iy

Sei 0 # (wi,, ..., 2, ) € C* beliebig.
Ergénze (zi,,...,7;,) € C* durch Nullen zu

(xlv---7x7L) eC

Dann gilt

(‘T’ilﬂ s 7$ik)Bi1,ik

E kK
= E g Li; bvzjil%:l
j=11=1

n

= E Tjaj51T]

jl=1
= 2lAzx
0
c) Fir Az = cx gilt

0 < zTAr=ca"z
<~

>0

Satz 6.3 Sei A positiv definite n x n-Matriz.
Dann gibt es genau eine linke untere Dreiecksmatriz L mit

Vi<i<n:l; > 0

A = 1I"

Ist A reell, so ist auch L reell.
Es wird nicht l;; = 1 gefordert.

. ol . c . =T
Beweis. Damit ein solches L existiert, muss gelten A = LL .
j —
Zlikljk =q;firl1<j<i<n
k=1
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Das nichtlineare Gleichungssystem besteht aus 7, = n(n + 1)/2 Glei-
chungen und 2?21 = n(n + 1)/2 Unbekannten.
Berechne die Spalten von L
j=1: Fir i=1 gilt
hilin = a1 >0

lh = Va1 >0
Firt=2,...,n gilt

17:1711 = G
ai1
Vel
Jj-1—j: Die ersten j-1 Spalten sind bestimmt und ergeben die (n,j — 1)-
Matrix L;_; und es gilt

lil -

a11 e G151 a1j
—T
(Lj—1Lj_1)j; =

aj—11 v Gj-1j-1 Gj-1j
aj1 aj,5-1 Ljj

rjj = lpljp 4 il
aip - A1y

Aj; = : : ist positiv definit
ajL e A

Annahme: z; > a;;. Dann gilt fiir ein beliebiges 0 # y € RJ
yLi1Lj_yy = yAjy +y; (x5 — ajj)y; >0
N~ ——

>0 >0

und (Lj_lf;p_l) wére positiv definit mit Rang j.
Wegen RangL;_1 = j — 1 gilt

RangLj 1Ly <j—1

ein Widerspruch. Somit gilt

Tjj < @jj
Fiir i = j gilt
ajj = ljlzjl + ...+ lj,jijyj
Ljlis = ag— Il — .. =Ll >0
iy = \/ajj —ljljy = = ljjaljj-1 >0
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Firi=j+1,...,ngilt
aij = lilzjl + ...+ li,jzjj

aij — lilljl — .. ll"jfllj’jfl

Ly =
! Ljj

Das Programm

Man arbeitet nur auf dem linken unteren Teil von A und iiberschreibt ihn
mit L
Firj=1...,n

Firi=j,...,n
Setze s = Qi 5 — ai716j71 — ... ai,j_laj,j_l;
Sei (i = j).

Fiir s <0 gebe aus "Matrix nicht positiv definit” und breche ab
Fiir s > 0 setze a; ; = sqrt(s);

Sei i > j.
Setze a; ; = s/a; j;

Satz 6.4 Ax = b kann geldst werden durch

n? 9
E + O(n )
Beweis.
> n )G~ 1)+ o)
= an—Zj2+O(n2)
_ n(n—=1) nm+1)2n+1)
= n—y 6 O(n?)
1 2
= 6”3 + O(n)
[
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7. QR-Zerlegung

Mit einer Spiegelung H(u) an w 14kt sich a in ey, {iberfithren. Wiahle dazu

u = ax|allzex

T
H(u) = 1p—2——
[ [l

Satz 7.1 Seien u,v € R™. Man erhdlt eine Matriz A € R™*™ durch

Qi; = U5
uy
A = w'=|: (U1, Um)
U,
Es gilt
Aw = (v,w)u
A% = (u,v) A
Beweis.
m m
(Aw); = Zaijwj = Zvjwj = (v, w) u;
j=1 j=1
m m
(A2)ij = (44);; = Zaikakj = Zuivkukvj
k=1 k=1
m
= u; kauk = (v, u) ai;
k=1
=

Satz 7.2 Sei 0 # v € R™ und

H(0) = 1y
T
H(u) = lp—2-—
| w3
Dann gilt
H(u) = H(u)" = H(u)™"
Beweis.

TT, T
———u"u' = H(u)
w3
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Wegen

T T
Huw? = (1n-2") (1, -2——
[ w I3 | w3

T )2
Fallz T wll
4 T
~ o uu2 (1_ (u,u))
3 (u, u)
=0
gilt
H(u) = H(u)™!
]

Satz 7.3 Seien ex,a € R™ und
u:=atx | als e

Dann gilt
H(u)a=7F | a2 ex

Beweis. Fiir u = 0 gilt

0 = u=atlal2ex
H0a = lhpa=F|al2ex
Sei
u=a—|allzex#0
Mit
Jul = tla—llal I 'all2 ex)
5lullz = 5{a=lallexa=lalzex
1 1
= lali=llal:{ae)+5lals
= lali~1llal2({aex)
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ergibt sich

T T
H(wa — (1m2>2
[R5 [ ull3

= a—QMu
w3
(a—1lall2 ek, a)
w3
Lall3 —1lall(era)
I3

= a—2

= a—2

=1
= a—u

= lalzex
Analog firu=a+ | a2 e; m

Satz 7.4

ist senkrecht.
Beweis. Da H symmetrisch ist, gilt
Q=Q"

Aufserdem gilt

Das Verfahren der QR-Zerlegung

Sei A = (ago)7 .. ,a%o)) € R™*™ und Rang(A) = n, d.h. m > n.
1. Schritt: Mit

u® = ago)i I aﬁ‘” |2 e1 € R™
Q1 = HuY)
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ergibt sich

Hua” = Fllalse
A = RO =
Q1 W
0
AN = (a(Ql),...,aSLl))

Wihle dabei in a£ || a ||2 e; dasselbe Vorzeichen wie das Vorzeichen von

aﬁ), damit ay14 || @ |2 numerisch stabil berechnet werden kann.
2. Schritt: Mit

u® = afx ] a) 2 er € R
1 0 ... 0
0 0
2 = .
: H(uM)
0
ergibt sich
*
0 =
QA = R =] 1 0
: A®)
0 0

Nach n Schritten gilt

ES ES

Qu...iAd = R = |0 :R:@l)
: .
0 0

mit Ry € R™"*", Da die Q; senkrecht sind, ist

Q:QlQn

senkrecht und es gilt
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8. Uberbestimmte Gleichungssysteme

Fiir die Losung von Ax = b mit A € R™*" schreibt man
b=0b +by € Bild(A) @ (BildA)*

und 16st
AJZ = bl

Da by € Bild(A) existiert eine Lésung x. Die Menge der Losungen ist
x4+ NullA

Als verallgemeinerte Lésung von Az = b wéhlt man aus den Lésungen von
Ax = by die eindeutige mit

x1 € (NullA)*+
Um nicht Bild(A) bestimmen zu miissen, benutzt man
xlost Az =b; <= x16st ATAx = ATb
Satz 8.1 Sei A € R™*"™. Dann gilt
NullA = Null(AT A)
R™ = Bild(A) @ Null(AT)
Sei b= by + by € BildA @ (BildA)* =R™. Dann gilt
zlost Ar =by <= zlost ATAz = A"b
Gilt RangA = n, so hat Ax = by genau eine Lésung.

Beweis. a) ”C” Aus Az = 0 folgt AT Az = 0.
" Sei AT Az = 0. Dann folgt
= (2,ATAz) = (Az, Az) =|| Az ||?
= Ax
b) Wegen
R™ = BildA @ (BildA)™*
ist zu zeigen (Bild(A))* = Null(AT).

y € Bild(A)™* Vz € Bild(A) : {y,z) =0
Ve e R": (y,Az) =0
Ve € R": <ATy,x> =0
ATy =0

y € Null(AT)

11117
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c) Wegen NullAT = (BildA)* ist AT eins zu eins auf Bild(A).
Vy € Bild(A) : (ATy = 0=y € Bild(A)")
Vy € Bild(A) : (ATy = 0 = y € Bild(A)" N Bild(A) = {0})

Das ergibt
Ax—b; =0
AT eins zu gins auf Bild(A) AT (Az —by) = AT0O =0
Abag0 AT(Az —b) = AT(Az —b1) = ATby = 0
o
= AT Az = ATh

Wegen NullATA = NullA gilt
z+ NullATA = 2 + NullA
und somit
x1ost Az =b; <= x16st ATAx = ATb

d) Wegen
dim NullA =n — dim BildA =0

gilt NullA = {0} und es gibt die Lésungen
x4+ NullA==x
=
Beispiel 8.2 (Ausgleichsgerade) a) Fiir die Daten

ZT; -2 -1 0 1 2
y; 05 05 2 3.5 3.5

und die Funktion u(z) = ¢+ dx gilt
u(z) =2+ 0.9z

b) Soll die Funktion
c

u(@) = 1+ dx

an die Daten angepasst werden, so betrachtet man ﬁ und es folgt

0.5

u®) = 10 150
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Beweis. Es gilt Az = b mit

1 -2 0.5
u(z1) 1 -1 0.5 v
: =1 1 o ( 2 ) = 2 —|:
11 3.5
ulxr
( 5) 1 92 35 Ys

Wegen Rang(A) = 2 gilt NullA = 0 und die Losung ist eindeutig

ATA<C) — ATh

b) Es gilt
(@)= —— =1+ %o—d4d
= = - —_— = xr
g(z @) x=c
Die selbe Rechnung ergibt
A\ (2
d) \0.9
und somit
Lo 11
d 2
d = d-c=045
u(z 0.5
1+ 045z
]
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Losen des Ausgleichsproblems mit der QR-Zerlegung bei
Rang A =n
Wegen Kond(ATA) ~ Kond(A)?, ist die LR-Zerlegung fiir dieses Problem
nicht gut geeignet. Deshalb betrachten wir die QR-Zerlegung.
Satz 8.3 Sei A € R™*™ mit Rang(A) =n. Fir A= QR ygilt
Kondy(A) = Kondy(R)
Beweis. Da Q, Q! senkrecht sind, gilt
QRx,QRx
lQrIZ = sp QRO
z#0 <'7;a JZ>
Q@ senkrecht <Rl‘, Rl‘)
= sup ———
z#0 <$, £E>
= IR 3

und

R—l —1 7R—l —1
IRIQUE - spt O n e
z#0 <IE,$>
Q! senkrecht <R71Q71117, R71Q71I>
= sup — —
z#£0 (Q7'w,Q 1)
Q tumpentar (R B
z#0 <13‘L>
= IR~ [13

Das ergibt

Kondy(4) = || Al A |

= QR RT'Q7" |2
I R [l2ll R [l2
Konds(R)

Satz 8.4 Sei Rang A=n und A = QR.
x ist verallgemeinerte Losung des Ausgleichsproblems <=

= (R;0)QTb
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Beweis. Wegen

ATA = (QR)'QR=R'Q"QR = R"R

gilt
ATAz=ATb < R'Rz=R'Q"
= @o(f)=woemn
mxm S~ .
e RI'Riz =R (1, 0)Q7b
RTeins zu eins Rix = (1nxn70)QTb
R (R 0)QT
|
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9. Pseudoinverse

Sei A eine m x n-Matrix. Wahlt man eine senkrechte Basis mit Lénge 1 von
Bild(A) € C™ bzw. von Null(A) C C™ und setzt sie zu einer senkrechten
Basis mit Lange 1 des C™ bzw. C™ fort, so erhélt man zwei Abbildungen

P: (NullA)* @ NullA — (NullA)*, z1 + 29 — 21

N———
=Cn» cen
Q : BildA @ (BildA)* — BildA,y; + y2 — 11
—Cm ccm
Satz 9.1 Es gilt
p=pT = p?
Q — QT _ Q2

Pr=0 < 2 € NullA
Qy=y < y € BildA
x=Pr+ (- P)x

Beweis. Bzgl. der gew#hlten Basis des C™ bzw. C™ gilt

1
1
Po= 0
0
1
1
@ = 0
0
und somit
P = pP'=p?
Q = Q"=¢?
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Aufserdem gilt

Pr = 0 <= z=ux3¢€ Null(A)
Qy = y < y=uy1 € Bild(A)
und
r = Px+Ix— Px
= Px+(I—-P)x
]

Satz 9.2 Seiz = x1 + x5 € (NullA)*t @ NullA.
Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung

f: BildA — (NullA)*, A(zy + 25) — 2,

———
cecm cCn

Yy € Bild(A): Af(y)=y
Beweis. Seien y, z € Bild(A) beliebig.

u1 + Null(A) sind die Losungen von A(uy + u2) =y
v1 + Null(A) sind die Lésungen von A(vq 4 v2) = 2

wobei u1,v; € (NullA)* eindeutig sind. Wegen

buy +cvy € (NullA)L
A(buy + cv1) = bAug + cAvy = by + ¢z

und der Eindeutigkeit der verallgemeinerten Lésung gilt
buy + cv1 + Null(A) sind die Losungen von Aw = by + cz
Die Abbildung

f: BildA — (NullA)*,y = Auq — u
cCcm ( ) 1 1
ccr

ist wegen der Eindeutigkeit definiert und wegen

f(bAu+ cAv) = f(A(bu+ cv))
= bu; +cvp
bf(Au) + cf (Av)
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ist f linear.
Sei y = A(ug + ug) mit uy +ug € (NullA)+ @ NullA. Wegen

Af(y) = Aur =y
gilt
Ao f: Bild(A) — Bild(A),y — y
Ao fliacay = id| itaca)
"

Definition 9.3 Da Bild(Q) C Bild(A) und da Q linear ist, ist

fo@Q:C™—C"
definiert und linear.
cm fo8 (NullA)+ c Cn
Q@ i

Bild(A) c C™

Es lapt sich durch eine n x m-Matriz At darstellen, d.h.
VyeC™: Aty = f(Qy))

AT heifit Pseudoinverse von A.

Satz 9.4 Seien m > n und b € R™ A € R™*™. Die verallgemeinerte Ld-
sung von Az=b ist
r=A"bheR"

Beweis. Wegen ATb € (NullA)* und

Az = AAYb=Aofo Q(b)

~—~—
€BildA
= Q) ="b
[
Satz 9.5 a) Es gilt
ATA = P
AAT = Q@
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b) Es gilt

ATA = (AA)T
AAT = (AADT
AATA = A
ATAAT = At

Beweis. a)

ATAz = f(Q éf/ )= f(Az) =21 = Px

€Bild(A)
AAYy = A(f Qy )=Qy
——
€Bild(A)
b)
(ATA)T = PT=pP=A%A
(A4H)T = QT = Q= A+
AATAz = Q Az = Ax
<~
€Bild(A)
ATAATYy = ATQy=fQ%
= fQy=ATy
| |

Satz 9.6 Sei Z eine n x m -Matriz mit

ZB = (zB)"
BZ = (B2)T
BZB = B
ZBZ = Z
Dann gilt
Z=B*
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Bewels.

Z = ZBZ
B=BBTE ZBB*BB*BB*BZ
BTZTBT(B+)TB+(B+)TBTZTBT
BaE=B BT(BY)"B*(BT)'B"
= (B™B)'BT(BBM)T
BTB=(B"B)",BBt=(BB")"

zB=B"z"

BTBBTBB*
= BTBBT
= Bt

| |

Satz 9.7 Es gilt

ATt = A
(AN)T = (An)*
Beweis. a) Wegen
AAT = (AANH)T
ATA = (ATA)T
AT AAT
AATA = A

I
N
+

sind mit Z := A und B := AT die Eigenschaften des Satzes erfiillt, d.h.

A= (A+)+
b) Wegen
(AJr)TAT — (AAJr)T _ AA+ — ((AJr)TAT)T
AT(ANT = ATAT = ATA = (AT(ANH)D)T
AT(ANTAT = (44T A)T = AT
(A+)TAT(A+)T (AJrAAJr)T — (A+)T

gilt mit Z := (AT)T und B := AT

(AT)T = (4"
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10. A=USVT

Fiir Rang(A) = n kann man mit der QR-Zerlegung das Ausgleichsproblem
16sen. In diesem Kapitel behandeln wir den Fall Rang(A4) < n.

Satz 10.1 Sei A € R™*™  Rang(A) =r und p = min{m,n}. Dann gibt es
senkrechte Matrizen U € R™*™ V € R™*"™ und eine Matriz S € R™*"™ mit

S1 0
UTAV = §= :(51 >
0 Sy 0
0
s1 > ...>28.>0
Beweis. Wegen
s1=[l All2= max I Az [l2= \/€maa (AT A)

wird das Maximum in einem Eigenvektor x; von ATA mit || 21 [o= 1
angenommen.

L A.Tl
T T
Azy = sin
A 2
ATy1 = ATixl = iﬂh = 8171
| Az1 2 s
Setze x1,y; jeweils zu einer senkrechten Basis der Lange 1 Uy = (y1, ..., Ym)
von R™ und V; := (x1,...,2,) von R™ fort. Mit
(y1,91) 1
Ufy, = : =0
<yma y1>
<I’1, 1‘1> 1
VlTl’l = = 0
<x71) I1> :
gilt
‘/ITATUl = (VlTATy17 sy VlTATym)
= (Vlsyzy, VEATy,, ..., VEATy,,)
S1 *



und

ulfAvy, = (U] Axy,..., U] Az,)
= (U{Slyl,UiTA(EQ,...,U?A(En)
S1 %
_ 0
*
d.h.
S1 0 0
ulfav, =] 0 =
k—1— k: Sei
S1 0 0
Ul - UfAv, .. . vE | = Ak =
0 Sk—1
0 Bk)

B(k) . Rm_(k_l) N Rn—(k—l)

Analog zum ersten Schritt existieren U®*) V(¥) mit

k) gy k) — [ Sk 0
U B\“Wv - ( 0 B(k+1) )

Da s;_; der maximale Figenwert von

k—1\T o(k—1) _ [ Sk—1 0O sp,—1 O
(BT glh-1) _ < B ey > ( e 0 >

ist und s, der maximale Eigenwert von (B®*)T B ist, gilt

Sk—1 = Sk
Setze
1
U, =
1
Uk
1
Vi =
1
v (k)
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Da U;, V; umkehrbar sind und da RangA = r gilt nach r Schritten

51
ur...urav,...v, =
Sy
0
]
Satz 10.2 Sei
1/81 0
S+ = - c Rnxm
0 1/s,
0
Die Pseudoinverse von A =USV7T ist
At =vstuT

Beweis. a) Mit
A = U<Sl O)VTGR”X’”
z = V(Sl_l O)UTG]R’”X”
gilt
AZ = U(S1 O)VTV<51_1 O>UT

= U(1 O)UT
N———

nXxn

— (A2

_ Che T S1 T
(5 Yee(5 )

mXxXm

- (AT
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d.h.

ZA = (zA)T
AZ = (AZ)T
und
—1
aza = v > vy (S vty vt
0 0 0
und

Damit folgt
A+:Z:V< . . )UT
]
Satz 10.3 «) Fir m = n und umkehrbares A gilt
At =A"1
b) Fir m > n und Rang(A)=n gilt
At = (AT A7 AT

¢) Es gilt
[Allz = s
1
AT = =

Beweis. a) Da A7 eindeutig ist, gilt
r = A7
AT = A7

b) Wegen RangA = n und Null(A) = Null AT A gilt RangAT A = n und
AT A € R™ ™ ist umkehrbar. Damit gilt

AT Az = ATh
— ax=(ATA) AT
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und mit der Eindeutigkeit von AT gilt

AT = (AT A)~1AT

IAllz = [1USVT |
1S 2

= \/Cmaz(STS)
S1

I VSTUT |2
= S

= Crmaz(STTST)
1

Sr

| Al

Definition 10.4 Fir A € R™*" definieren wir

S
Kondy(A) =|| A |l2]| A" |l2= ;1

r

Losen des Ausgleichsproblems

Satz 10.5 Sei UTAV = S mit V. = (v1,...,v,),U = (u1,...,Un). Die
verallgemeinerte Lisung von Ax = b ist

o - <uia b>
x= Z v
i=1
Beweis. Sei x Losung von Az = b;. Wegen

x ist verallgemeinerte Losung

z € (NullA)* = BildAT = Bild(VSTU7T)
x € Lin(vy,...,v.)

IHy1,-- s 4r,0,...,0) €R": z=Vy

111
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gilt
AT Az = ATh
— VSTUuTusvTvy=vsTuTy
— STsy=58TuTy

sy s1 (u1,b)
— S%yr = Sr <ur7 b>
0 0
d.h.
<’U,1, b>
S1
d () b
c=Vy=v| .y | =3 &b,
Si
Sr =1
0
[ |
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11. Minimalitat der verallgemeinerten Losung

Es wird eine Linearkombination der Funktionen w, ..., u, gesucht, die die
Messdaten (z1,91), ..., (Tm, Ym) am "besten” beschreibt. Das heilst gesucht
sind ¢1,...,c, mit u = 2?21 ¢ju; und

m
Z cju(x;) — y;|| ist minimal
j=1

In Matrixschreibweise sucht man ein ¢ € R"™ mit
ur(xr) .. up(zr) 1 Y1
: : -1 : ist minimal
(@) or Up(Tm) Cn Ym

Wiahlt man die 2-Lénge, so erhalt man erneut die verallgemeinerte Losung.

Satz 11.1 Seiy =1y, +y2 € V@ V=*. Dann gilt

Fy 3=Ma 15 + 1 w2 113

Beweis.
lyl3 = (yi+y2,91 +y2)
= (Y1, y1) + W1, y2) + (W2, y1) + (Y2, Y2)
=0 =0
=l 13+ 1v2 3
| |

Satz 11.2 Sei A € R™*" und b = by + by € BildA ® (BildA)* = R™. Es
gilt
Ar =by < || Az —b |2 ist minimal
Beweis. Da Ax € BildA gilt
| Az = b [l3=] Az — by |3 + || b2 |13
Wegen Bild(A) = (NullAT)* ist AT eins zu eins auf Bild A. Das ergibt
|| Az — b ||z ist minimal

2
r—x“streng monoton H Al‘ _b H% ist minimal

= | Az — by |5+ |/ b2 ||5 ist minimal
——
= konstant
ild(A
ML Ae— by [3=0
= Ax =b;
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]
Satz 11.3 Sei x Losung von Ax = by. Dann gilt
z € (NullA)' <~ |z ||y ist minimal

Beweis. Sei
=11+ 2 € (NullA)* @ NullA

eine Losung von Az = by.

[al3= 213 + @2 |3 ist minimal <= [|2 [2=0
——
= konstant
< x9=0
— z=ux € (NulA)*
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12. Ein Fixpunktsatz

Definition 12.1 T heifit Fizpunkt vonT: D — D <—
Tt =T

Satz 12.2 Sei D C U abgeschlossen und T : D — D Lipschitz-stetig mit
0<L<1,dh.

Ve,yeD: [[Te—Ty||[<Lz—yll
Sei xg € D ein beliebiger Startwert und fiir n € Ny
Tny1 = Tz,

Dann gilt
a) T hat genau einen Fizpunkt T € D
b) FirpeN gilt

n
|2 = iy IS T 21— 30 |

¢) Die Folge (T™x),, geht fir jeden Startwert xo gegen den Fizpunkt T, d.h.

lim Tz =7
n—oo

d) Der Fehler nimmt monoton ab: Firn > 1 gilt
17 —2n [S LT =20l

e) Fine Abschdtzung mit den Anfangswerten ist

_ Lt
17— zn ||§ﬁ||331—930 [

f) Eine Abschatzung mit den letzten berechneten Werten ist

_ L
17 =0 1< 7= |70 = - |

Mit e) und f) erhilt man ein Abbruchkriterium fiir die Verfahren.
Beweis. a) Seien y, z Fixpunkte. Dann gilt

Fi Kt
ly—zl "= | Ty-Tz|<Llly—=|
0 < ly—=z[ (L—-1)

——
<0
0 = ly—=|
Y = z
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b) Es gilt
[ Znt1 = [|[< L™ [l 21 = o |

| 22 — 21 ||=[| Tey — Tao [|[< L || 21 — 0 ||

n—n+1:

| Tzpi1 — Ty ||

| Tni2 — Tnir ||

S L || Tn+l — Tn ||
Fall n
S LLnH"El—iC()”

LM || @y — o ||

Damit folgt

IN

| Zrtp — zn ||

p
Z($n+i - xn—i—i—l)
i=1

M-

|Zn+i — Tnyi-1ll

i=1

L™ |2y — o ||

M-

1=0
< LMla—wo|l Y L
=0
. ||
ot

¢) Somit ist (x,)n eine Cauchyfolge.
Da D abgeschlossen ist in einem vollstdndigen Raum, ist D vollstdndig und
die Cauchyfolge hat einen Grenzwert y

lim z, =y
n—oo

Wegen der Stetigkeit von T ist y ein Fixpunkt:

Ty=T(lim z,)= lim Tz, = lim z,41 =y

n—oo

d)
_ Fi kt — _
17 —an 7= TT — T IS L T~ 2 |

e) Wegen der Stetigkeit der Lénge und wegen Z = limy_, o0 Znyp gilt

IZ—2n |l = lm |[zn—2n4p |
p—00
b) r
s g lei—aol
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f)

Das ergibt

[ Zntp —n ||

17—z |

IN IN

M-

IN

Z(xn+i - mnﬂel)

i—1

P
%

Z | Znti — Tpyioa ||

«
Il
-

L | Zn — zn—1 ||

(3

1
o0
Lo @p = an-1 || ZLl
=0

Ly H
—— || n — T
1-L !

lim || 24y — 2p ||
p— 00

L
1—-L

| 2n —2n_1 |
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13. Wiederholtes Einsetzen

Man mo6chte Az = b durch eine Fixpunktgleichung 16sen.
Sei A=L+ D+ Rund M = D oder M = L + D umkehrbar.

Ar=b <= Mx=(M-Az+?b
—= 2=, -M Az +M "D
Man rechnet M ! nicht explizit aus, sondern benutzt
]\/ka+1 = (M — A).’L’k +b

Satz 13.1 Gilt
|1, - M 'A< 1

so hat das Verfahren einen eindeutigen Grenzwert.

Beweis. Mit
F(z):= 1, - M Az + M1

gilt

| (Ln = M7 A) (g1 —2) |
= [ La—M A1 -y |
< [y —w2

| F(y1) — F(y2) |

und der Fixpunktsatz ist anwendbar. m

Definition 13.2 Sei B eine n X n-Matriz. Der Spektralradius von B ist
r(B) :=max{|c| : ¢ € C ist Eigenwert von B}
Satz 13.3 Fir B € R"*"™ und jede durch eine Linge erzeugte Matrizlinge
gilt
r(B) <[ B

Beweis. Ist ¢ Eigenwert zum Eigenvektor u, so gilt

e[ lfull = leul
= | Bul
< [ Blful
d.h.
Fiir alle Eigenwerte c gilt: |¢|] < || B
r(B) < | B
[
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Satz 13.4 Sei A € M(n x n,C). Fir alle ¢ > 0 gibt es eine durch eine
Linge erzeugte Matrizlinge || - |4, auf C™ sodafl

| Allae<r(A) +e

Beweis. Sei J = P~ 1 AP die Normalform von A

CcC1 My 0
J =
Mp—1
0 Cn

1 0
€
D =
0 gn—l
dann gilt
1 Cc1 &€mgy 0
1 EC2 82’/77,2
D YJD = c
1 En_lmnfl
en—1 gn—lcn
1 emy 0
EMp—1
0 Cn,
und
I Alppyr = [ D'PT'APD |
= | D7D |
< |Cmaz| +€
= r(A)+e
]
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Satz 13.5 Ist T € C™"*" umkehrbar, so sind gleichwertig:

a) lim, o || T" [|=0

b) Fir alle w € C™ gilt: lim, .o || T"u ||=0

¢)r(T) <1

d) Es gibt eine Linge auf C", sodaf fir die erzeugte Matrizlinge gilt

1T <1
Das Verfahren hat einen Grenzwert <= r(T) < 1.
Beweis. a) = b): Wegen lim,,_. || 7" ||= 0 gilt

0< lm || T"u <] u | lim || 7" =0
b) = c¢): Annahme r(T) > 1.

Dann existiert ein Eigenwert ¢ € C mit |¢| > 1 zu einem Eigenvektor 0 #
w € C" mit || u||= 1. Wegen

T [|=] ¢"u = [¢"] || u ][> 1

gilt
lim ||T"u ||= lim ||u|[>1#0
n—0o0

n—oo
im Widerspruch zur Voraussetzung.
c) = d): Zue = 1(1—r(T)) gibt es eine erzeugte Matrixlinge sodaf

[T lre < r(T)+e
1—r(T
= T(T)+7;( )
1
2
d) = a):
lim || 7" ||< lim || T||"=0
|

Das Verfahren mit der Diagonalmatrix M=D
Sei A=L+D+R und D umkehrbar.
Dzl = (D — A" +b
Y = (IT-D A+ D71

Fiir die einzelnen Zeilen gilt

1 n
k+1 _ k
x; T = — b; — g a1 T
w 1=1,l%i
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Satz 13.6 Das Verfahren hat einen Grenzwert, wenn
a) das starke Zeilensummenkriterium erfillt ist

n

|aik|
ma. <1
ax Z lasi]

a
k=1,k%i '

b) das starke Spaltensummenkriterium erfilll ist

n

|k
E 1
m]?x - <

i=1,i#k |l
Beweis. a)
r(1—=D7'A) < ||[1-D'A|s
= m?xz Oit — |Zik|
= max Z |
k=1,k#i |aii]
< 1
b)
r(1—D7'A) < ||1-D7'A|,
- maxz - 12
o |ak7,
= max Z ]
i=1,i#k
< 1
(]

Definition 13.7 a) Eine Matriz A heifit zerlegbar <~
es gibt eine Zerlegung N1 + No = {1,...,n} mit

V(L,]{?) € N1 X N2 L Qi = 0
b) Der zugehirige Graph G(A) mit den Knoten P ..., P, und
P; Py ist gerichtete Kante <= ajr #0

heifit zusammenhdngend <—
Vi, le{l,....,n} Jiy =k,...;i,=1€{l,...,n}

Vi<j<r—1:aq,,, #0
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Satz 13.8 Fir A € R"*"™ sind gleichwertig:

a) A ist zerleghbar.

b) Der Graph G(A) ist nicht zusammenhdngend.

¢) Es gibt eine Vertauschungsmatriz Q € R™*™, sodaf gilt

A 0
TA — 11 >
@ AQ ( A1 Az

Beweis. a) = b): Sei

V(k,l) €Ny XNy: ap; =0

Annahme: G(A) ist zusammenhingend, d.h. 3i; =k, ... i, =1 € {1,...

V1 Sj S r—1: aij_’i]._*_l #0
Wiéhle das kleinste j mit ¢; € Ny und ¢j41 € No. Dann gilt

# 0 da der Graph zusammenh&ngend ist
0 da ij € Nl,ij+1 € Ny

i ij4a
@ijijpa

ein Widerspruch.

b) = a): Sei G(A) nicht zusammenhingend.

Dann gibt es j, k sodafs zwischen P; und P} kein Pfad existiert. Sei
N1 := {l: es gibt einen Pfad zwischen P; und P} U {j}
N2 = N\Nl

Dann gilt k£ € Ny und

N, £ 0,dajeMN
Ny # (,dakeN,
N = N,UN,
0 = N NNy

Sei (Z,l) € N1 X No.

Wire a; # 0, so gébe es einen Pfad von P; {iber P; nach P, und somit

l € N1, ein Widerspruch. Deshalb gilt
V(i,l) € Ny x Ny : a; =0
a) = c¢): Sei
Ny = {Ps,.... P}
Ny = {P,,,..., P}
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Konstruiere die Matrix Q durch

Vi=1,....,n: Qe;) = es

Wegen
(QTAQ)” = ezTQTAer
= eZ;AeS]
= Qs
= 0firl<i<kundk+1<j<n
gilt

A;p 0O
TA — 11 >
@ AQ ( A1 Az
c) = a): Mit Q(e;) = es, setze

N1 = {Pslu"'7P5k}
Ny = {Pg, -, Ps.}

Satz 13.9 Ist die Matriz unzerlegbar und das schwache Zeilensummenkri-
terium erfillt, d.h.

n
Ire{l,...,n} Z ‘ark|<1
k:l,k;ﬁr| el

so hat das Verfahren einen Grenzwert.

Beweis. Da A unzerlegbar ist, gilt:
Fiir alle Zerlegungen Ny + No = {1,...,n} gilt

3(27]6) GNl XNQZ azk;«éO

Das ergibt

Vv
o

D last

ki

Y

Z \aik| >0

k#i

|aii
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und wieder

f1-D4) < [1-D Al
_ ||
= m?XZ\a”\
k#i
<1

Annahme: 1 — D~ ! A hat einen Eigenwert ¢ € C zum Eigenvektor v € C"
mit |¢| = 1.
Sei || v [|oo= 1, d.h.

G <s<n:|vs|=1

Fir 1 <14 <n gilt

Eigenvektor

(1 — D_lA)’Ui

n a
ik
= E <6zk‘ — ) Vg
1 (273
n

Z ik
= 7’()]6

Qa
k=1k#i

CU;

Das ergibt
1
vil = |evi| < WZMMHM
ki
Da G(A) zusammenhéngend ist, existiert ein Pfad zwischen Py und P,
sodaf
S:lo,...,lL = T
VOSiSL_liali,li_H 7é 0

Das ergibt

A

1
vl =l < — Z |ark||vk]

IA
<
El
I
hg
El
=

Vor
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und fir j=1,...,L

1
|UlL—j| < E ‘a’lijkHvk" + |a’lL—le| ‘UIL|
~—

|alL glo— J|
k=1,l k#l
e <ol

n

v
< Mol Z lar, ]

s st 10, £k
< vl

Das ergibt den Widerspruch
[0 [loo= |vs| = |vig| <[l v [[oo

Somit gilt
r(1-D7'A) <1

Das Verfahren mit der linken unteren Dreiecksmatrix
M=L+D

Sei A= L+D+R und L4+D umkehrbar.

(L+D)z** = (L+D—-A)z"+0
N————
=—R
1 = (L4+ D) 'Ra* — (L+ D)™

Die Berechnung geht mit

" = D7 (b— Ra® — L2ttt
1 i—1 n
k+1 k+1 k
x; = bi—g agx) " — g Qi)
w =1 I=i+1

Im Verfahren mit M = D wurden nur die alten Werte 2* verwendet:

k+1 (b — Zazlxz z allajl>

l=i+1

Satz 13.10 Erfillt A das starke Zeilensummenkriterium

|a1;€\
max Z

k= 1k¢L aii|

so hat das Verfahren einen Grenzwert.
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Beweis. Sei || Z ||oo=1 und

i=1:
1 n
lyil = |-— a1kTk
an
n
Tl |a1k] ||
k=2 P
< gq
1 —1—
1
il = |—-— Z ik Tk +Zazkyk
Qi k=i+1
1
< — Z @] |xk| +Z|am|
|aii| =i+1
< s
Lozl _
|l
und somit
| ~(L+D)™'R = o | ~(L+ D) 'Rz [|o< g < 1
T||loc=
[}

Satz 13.11 Ist A positiv definit, so hat das Verfahren einen Grenzwert.
(Dieser Satlz gilt nicht fir das Verfahren mit M=D.)

Beweis. Sei A =L+ D+ Rmit L =R".
Sei ¢ Eigenwert von —(L 4+ D)~'R zum Eigenvektor x mit || « [2= 1, d.h.
—~(L+D)'Rx = cz
—Rx = c¢L+D)x=c(A—-R)x
—Rx = cAzxz —cRx

Sei y1,...,y, eine senkrechte Basis mit Linge 1 aus Eigenvektoren von A
und = > | Sy

71



Da A positiv definit ist, gilt
a = (Azx,x)
= <AZSzyzaZSJyj>

n

n
= Z sis; (Ayi, y;) Zs ¢

,j=1 i=1
Z Cmin(A) Z 51'2 = Cmin(14)
i=1
1
r = (Rx,x) :rl +irg € C
d = (Dzx,z) Za“x,xz
> mina; || o |3
i=1 ——
=1
n pos.def.
= mina; >
i=1
und
a = (Az,z) = (R"z,z)+ (Dz,z) + (Rz,z)
= d+7"1+i7’2—|—7’1—i1"2
= d+2r
(a—7r1)? = (d+m)*=d*+2dr +71?
= d(a—2r)) +2dry + 12
= da+1r?
> rrfi? i Crin(A) + 77
Mit
—r = —(Rx,x)
2 c(Az,z) — c(Rx, )
= cla—r)
folgt
a—r#0

72



Denn aus a —r = 0 folgt 7 = 0 und a = r = 0 ein Widerspruch zu a > 0.
Damit ergibt sich

a—r
rr

(a—7r)a—7)

ity

@ r+73

ri+rs

Cmin(A) - minl_; a;; + 13 + 173
< 1

el?

IN

Somit gilt
r(—(L+D)'R) <1
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14. Nullstellen von nichtlinearen Gleichungen

Sei f € Cla,b] mit f(a)f(b) < 0. Dann hat f eine Nullstelle in (a,b).
Wir betrachten Verfahren, um eine Nullstelle von f : R™ — R"” zu finden.

1.) Das Intervallschachtelungsverfahren

Beginne im O-ten Schritt mit

ag = a
bo = b
- ag + bg
2
Im n-ten Schritt:
_an+by
Ty 1= 5

Fiir f(an)f(zn) = 0 setze b, = x,, und breche das Verfahren ab.
Fiir f(an)f(zn) < 0 setze

pt1 = ap
bnt1 = @y
Fir f(ay)f(zn) > 0 setze
pt1 = Tp
bpt1 = bn
Satz 14.1 Fiir diese Folge gilt
lim a, = Ilim b, = lim z, ="
n—oo n—oo n—oo
f®) =0

|, — 2] < 27 HD|p— g

Beweis. a) Da (a,), monoton wachsend und (b,), monoton fallend sind
und

a, < b
b, > a
haben beide Folgen einen Grenzwert A und B. Wegen
an < xp < by
lim a, < lim z, < lim b,

n—oo n—oo n—oo

0
0

bn — an = Zin(b - a)
lim (b, —a,) = lim 27"(b—a) =0

n—oo n—oo

VANVAN
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folgt

lim a, = lim b, = lim =z,
n—oo n—oo n—oo

b) Da f stetig ist, gilt

f(lim a,) = lim f(a,)
f(lim b,) = lim f(b,)
0< f(@*)? = lim f(an)f(bn) <0
77 OO0 N e’
<0
f@) =0
c) Wegen
a, < (En,fﬂ* < b,
folgt
1
Tp — x| < =|by — ay)
2
1
< eS| (b—a)
]

Bemerkung 14.2 a) Man bendtigt etwa 3 Schritte fir ein Dezimalstelle
Genauigkeit

b) Das Verfahren ist robust.
¢) Der Aufwand pro Schritt ist eine Auswertung von f

Beweis. a)
2> =8~10

2.) Das Tangentenverfahren

Ist f differenzierbar und ist zj schon nahe an einer Nullstelle z*, so gilt nach
der Definition der Differenzierbarkeit

0 = f(z)
= flxr) + (@) (@ — zp) + O(|z* — 1 ]?)
~  flok) + f(or) (2™ — xp)
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Deshalb definiert man als Verfahren

0 = f(og)+ f(@r)(@rr1 — 25)
. _ o )
k+1 k f/(ﬂfk)

Man wéhlt also die Nullstelle der Tangente bei zj, als ndchste Niherung
Th+1-

Satz 14.3 Sei f € C*(a,b) und z* eine Nullstelle von f. Gilt
— mi /
m:= min [f(z)] > 0

(@) llso,fa.b)

< 1
2m

fir ein r > 0 mit B(z*,r) C [a,b], so hat das Verfahren

f(xr)

T )

fiir jeden Startwert xo € B(z*,r) einen Grenzwert und es gilt

I

* | Sla,b *
e g Ll o
Qk
¢ (LI i)
T llooyfant) 2m
1
—* < =
- < )
" Moo, fa.b
< Mokl P
m

Die Nullstelle in B(xz*,r) ist deshalb eindeutig.

Beweis. a) Mit der Definition der Differenzierbarkeit

fly) = f(z)+ f'(@)(y — =) + R(y, )

und
u = x+s(ly—x)
du = (y—ax)ds
y—u = y-—z—s(y—z)=(1-s)(y—2)
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gilt
R(y.z) = /yf”(u>(y—U)du
’ 2 ! 1
S — / (@ + s(y — 2)(1 - s)ds

Das ergibt fir y,z € B(x*,r)

1
R < =P | £ loogon | (1 9)ds
0
I [
= f@ —af?
b) Die Folge (x1); bleibt in B(xz*,7): Sei x € B(z*,r).
B |f(z) — (2" — xp) f' ()]
" ()|

f(m;):() |R(z*, x)|

m
|| f” ”oo [a,b]
727”’ =log — 2| ey —2¥| <7
—_————

<1 <r

c¢) Das ergibt
1" 1 2
I Nooaiy ) < <”f”°°=[“””:vk—1 - x*l>

2m 2m
und
k
I f" oo, fa.b) . I £ Moo, (a.b] ?
bl ’ _ < 9 ) _ *
W stety, gy < (W mtott g g
" 2k
‘xk _ .’E*| < ”2m ( f ”oo,[a,b] T)
Il £ Moo, (a,b] 2m
d) Mit
flee) = flog—1)+ (g — 2p—1) [ (xr—1) +R(Tk, TK—1)
=0, nach Wahl von zj,
= R(xp,Tp-1)
f,(S) _ f((Ek;) _fi‘r )
T — X
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ergibt sich

’ T
flae) = fz¥)
|f(zk) — f(a7)]

[f (@) — f(2")]|

oy — 27| =

<
m
_ |f ()]
m
|R(z, Tp—1)|
m
a) 1 oo.la
9 WS Ve,
2m

3.) Das Sekantenverfahren

Der Nachteil des Tangentenverfahrens ist die Auswertung von f’(xy).
Man ersetzt sie durch einen Bruch

F(ay) ~ flzr) = fl@r-1)

Tk — Tk—1

Das ergibt das folgende Verfahren

o B e e
Tyl = Tk f(xk)f(xk) — flwp—1)

Man wihlt also die Nullstelle der Sekante als nichsten Wert x4 1.

Satz 14.4 Sei (a,)y eine Folge mit 0 < ag,a1 < 1 und a;1 < a;a;—1. Aus

q = 1 +2\/5 ~ 1,618
K = max(ag, ¢a1) <1
folgt 7'
a; < K9
Beweis.

2
9 1++5 1+V5
¢ -q-1 = 5 I -1

i(1+2\/5+5—2(1+\/5)—4)
=0
qg+1
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und

ag <
a; <
a1 <

Satz 14.5 Sei f € C%(a,b)

m

K

fir einr > 0 mit B(z*,r) C

0
max(ag, Vai) = K = K1
1
max(ad,a;) = K4
i i—1
a; ;-1 < K9 K1
KO+ _ gd T e+
in71q2 _ Kq1+1

und x* eine Nullstelle von f. Gilt

. /
Join, [f(z)] >0

T et

2m

[a,b], so hat das Verfahren fiir beliebige unter-

schiedliche Startwerte xo,x1 € B(z*,r) einen Grenzwert

|lze — 2|

2m

— K
I £ () lloo,[a,b]

(452)"

Beweis. Mit den dividierten Differenzen des néchsten Kapitels folgt

Tipp —x”
=0
oy
] Kateer e (e ey
T o (EECNOD )
f'(s1) Ti — Ti-1 T; —x*

= x}/(—e:)* (flziz1, ] = flxi, ™))
- e x})’((isl ) flziz1, @, "]
= - Z }ff;; — ) (s,



und

1 7(2) llso,fa.b)
—|xi+1

2m B z*|
[ f" () lloo,[a.b] (@) Moo fa)
< V0 — 2| |-
2m 2m
Fir r < ”f,,(f)% und zg, z1 € B(z*,r) gilt
1
T) |loo,[a *
ay = —”f (2)“ d ’b]|x0—x | <1
m
1
Z) |loo,[a *
a; = —”f () lloo | ’b]|x1—x | <1
2m
a;ir1 < a0
und mit
1+45
q = B
K = max(ag, /a1) <1
folgt ’
a; S qu
[
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15. Anpassung mit Polynomen

Satz 15.1 a) Die Polynome vom Grad n

P, = {Zaixi’ | a; € (C}
i=0

sind ein Vektorraum.
b) Ein Polynom 0 # p € P, mit a, # 0 hat genau n Nullstellen und es gibt
ein eindeutiges a, € R mit

p(z) = ay H(CE )
j=1
¢) Ein Polynom p,, € P, mit n + 1 Nullstellen ist das Nullpolynom.

d)dim P, =n+1

Beweis. a) Seien Y " ,a;z",> i bz’ € P, und ¢ € C. Dann gilt

n

ciaixi + ibixi = Z(cai + bi)a:i e P,
i=0 i=0

=0

b) Uber C zerfillt das Polynom, d.h. es gibt z1,...,z, mit

n n
E a;z’ :anH(x—xj)
i=0 j=1
c¢) Seien zg,...,x, die paarweise verschiedenen Nullstellen von p, € P,.

Nach b) gilt
p(z) = ay H(I — ;)
i=1

und somit
v n
0 =" p(xo) = ay, H(J:O —xj)
j=1
—_———
#0
Qn
bn =
d) 1,z,...,2" sind ein Erzeugendensystem. Sei
n
Z a;x' =0



Dann hat Y. ;a;z" > n+ 1 Nullstellen und ist das Nullpolynom.
Somit gilt

apg=...=ap, =0
und 1,z,...,z" sind linear unabhéngig. m
Satz 15.2 Zu gegebenen Daten (zo,40), .- ., (Tn, Yn) mit paarweise verschie-

denen x; suchen wir ein Polynom p mit minimalem Grad n, sodafs
p(z;) =y; fir0<i<n

Mit einer Basis go, - .., 9n von P, ist das gleichwertig zur Lésung des linea-
ren Gleichungssystems

go(wo) .. gn(wo) bo i

Beweis. Fiir

n
P=_ bk
k=0

gilt
n
Ab=y <+— ng(xi)bk =y, fir0<i<n
k=0
n
<— (Z bkgk.> (z;))=y; fir 0<i<n
k=0
— plz) =y fir0<i<n
[
Satz 15.3 Sind die x,...,x, paarweise verschieden, so ist p, € P, ein-
deutig.

Beweis. Die Matrix A ist eins zu eins: Sei

Zbkgk(mi) =0flir0<i<n
k=0

p hat damit die n+1 Nullstellen zg, ..., z, und somit gilt

p = 0
a; = 0firo<i<n
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DaAe M(n+1xn+1,C) eins zu eins ist, ist A umkehrbar.
Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit aus

b=A"ly
|

Satz 15.4 Das Polynom dndert sich nicht bei Umnummerierung der Daten.

Beweis. Bei Umnummerierung der Daten werden nur die Zeilen des linearen
Gleichungssystems vertauscht.
Das &ndert nichts an der Losung m

1.) A ist die Einheitsmatrix

Ab = y ist am einfachsten zu losen fiir A = 1,,. Dazu benétigen wir eine
Basis von P,, mit

gr(zr) = 1
gr(zj) = Ofiirj#k

Satz 15.5 Die Polynome

Li(x) := | H ﬂ

i=0ipk Tk T T
sind eine Basis von P, mit
LZ(.Q?;C) = 1
Li(z;) = 0firj#k

Beweis. Konstruktion der Polynome: Mit dem Ansatz

Li(z)=c H (x — ;)

i=0,i#k

erzwingt man
Li(x;) =0 fiir i # k
Mit

liLZ(xk):c H (g — ;)

i=0,i#k
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ergibt sich
1

H?:O,i#k(xk — ;)
Nachrechnen der Eigenschaften: Es gilt

C =

n

T — Ty
Li(xg) = H - —xl- =1
i=0,i#k L
=1

=0
—_—— n
T —XTj Tj — X4 ..
== L
Tj — T . - T — Xy
1=0,j#i#k

Ly, ..., L, sind linear unabhingig: Fiir j =0,...,n gilt

0= ZakLZ(a?j) =a,

k=0
d.h.
a;=0fir0<j<n
Die n + 1 linear unabhingigen Polynome Lf, ..., L] bilden eine Basis von
P, m

Satz 15.6 Das Polynom zu (xo,40),- - -, (Tn, Yn) ist

k=0 =0tk kT T
Beweis. Wegen
n n T — 1
> v 11 -€l
T — X4
k=0  i=0,i#k
n n T — 1
Zyk H J L=y fir0<j<n
o, T — Ty
k=0 1=0,i#k
ist es das eindeutige Polynom zu (zo,v0), .-, (Tn,yn). W

Bemerkung 15.7 Das Polynom ldfst sich mit dieser Basis einfach ange-
ben.

Der Nachteil ist, dass sich die Basispolynome dndern, wenn weitere xj hin-
zugenommen werden.
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2.) A ist eine linke untere Dreiecksmatrix
A ist eine linke untere Dreiecksmatrix <=

ge(z;) =0firi <k
Satz 15.8 Mit der Basis von P,

Nig(z) = 1
k—1
N (z) = (x—x;) firl<k<n
Jj=0
gilt
Ni(x;) =0 firk >
Beweis. NJ',..., N;} sind linear unabhfngig: Sei

i:akN,? =0
k=0

Setze der Reihe nach die Stiitzstellen ein.
1=0:

n
Zak '(zg) = ap - 1+ZakH O—x,

%,_/
=0

= ao
1—1—1i:Aus

Vor

0 = Z ag Nk +a7 Z aka .7;1
\,./
-0 k=i+1 —O

i—1

S CEED)
o
Jj=0 20

folgt
a; = 0

Damit sind die n+1 Polynome eine Basis von P,,. m

Fir .
2) = auNi(x)
k=0

suchen wir ein Schema zur Berechnung der a.
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Satz 15.9 Seip;.. i das eindeutige Polynom zu (z;,v:),- .., (Tk, Yk)-
Mit

Pn(x) =Y
gilt
(x —zi)piv1,. k(@) + (@K — 2)pi.. k-1 (2)
T — X;

Pi,.. k(T) =

Beweis. Zeige: Die rechte Seite ist € P,_; und fiir ¢ < j < k nimmt sie in
x; den Wert y; an.
k—i=1Dh k=i+1

(x — 23)Pit1,i+1(z) + (2 — x)pii(z) Yir1(x — z3) + yi(ip1 — @)

= S P1
Tk — Ti Tit1 — Ly
=0
——
Yir1 (T — @) +yi(Tip1 — 23) -
Tiy1— T '
=0
Yir1(Tip1 — 2) + ¥ (Tig1 — Tig1)
= Yit1
Titl — T
k—i—1—k—1i:Da
Dit1,..., k(x) S Pkfzfl
Di,...k—1(T) € Pr—i—1
gilt
(x = xi)piy1,. k(@) + (@ — 2)pi,. k—1(2)
€ P
T — Xy
Fiir i < j < k ergibt sich
=0 =Yi
——
(x; — @) Pig1,.. k(@) + (6 — @) P p—1(x) _ T
T — Ty — g Yi = Yi
=Y; =Yj
—_——~ —_—~
(25 = 20) P, () H (00 = @) Pi b () wg—witag—y
Tk — T; Tk — Tq !
=Yk =0
—_——~
(xk — @) pis1,... k(xk) + (6 — k) Pi,.. k—1(Tk) _ Tk~ fiy —y
Th — T e k
Damit ist die rechte Seite das eindeutige Polynom zu (z;,y;),. .., (Tk, Yr)

und somit gleich p; ., m
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Definition 15.10 Der eindeutige hichste Koeffizient des Polynoms zu den
Daten

(@i f(@i)s oy (@Tigre, [(@igr))
heifst k-te dividierte Differenz.

flxey o i) = ak

Satz 15.11 Sei p; 4k das Polynom zu (z;,¥i), .., (Titk, Yit+k)-

a) flzi, ..., xiyr] verindert sich nicht bei Vertauschen der Daten.
b) Es gilt
Piyeorsith41(2) = Pi ik (@) + flai, o Tigra (@ — @) - (@ = @ig)
¢) Es gilt
n—1
pn(z) = flzo] + flzo, z1](z — x0) + ... + flzo, - - ., Ts] H(m — Tg)
k=0
n Jj—1
= Zf[xo,...,xj] H(a: — xy)
3=0 k=0

Beweis. a) Da sich das Polynom bei Vertauschung der Daten nicht dndert,
dndert sich auch nicht der eindeutige héchste Koeffizient ay.
b) Wegen

Di...iithtl = Di,.. itk € Prg1
Di,.ith+1(Zj) — Di,aqk(zy) =y; —y; =0flir i <j<i+k

hat p;... i+k+1 — Pi,... i+ die Nullstellen z;,...,z;4 und es gilt
Pi,..itk+1(T) = i ivk(T) = appr(@—2i) . (T — 2igk)
Di.ith+1() = Diik(®) Fagpr(e — i) .. (@ — Tigr)

Das ergibt den héchsten Koeffizienten

flziy -y Tivkr1] = agps
c¢) Mit
Po,...n = pPo+ (Po1—po)+ ...+ Po,...n —P0,....n—1)
Do,....k — Po,....k—1 Y flzo, -« szpl(x — ) ... (x —xp—1) fir 1 <k <m

87



gilt
n—1
po,...n(x) = flxo] + flxo,z1](x — z0) + ... + flxo, ..., 2n] H (x —x;)
=0

Satz 15.12 a) Sei f € P, und f; := f(z;) firi <j <i+k mit paarweise
verschiedenen x;, ..., x;yr. Dann gilt

flziy ... xivk] = konstant

d.h. es hdngt nicht von den x;,...,z;1\ ab.
b) Ist f € Py_1, so gilt
f[xu '7Ii+k] =0
Beweis. a) Das Polynom p; . i1+x zu (x4, f(z:)), .-, (Titk, f(@iyr)) stimmt
nach dem Eindeutigkeitssatz mit f € Py iiberein.
Der hochste Koeffizient von p; . ;4 ist damit der hochste Koeffizient von f

f[a:i, AN ,CL'Z'+]€] = ak

b) Da f € P,_1, gilt
f[l’l‘7 . ,:L'Z'Jrk] = ai = 0
|

Satz 15.13 Die dividierten Differenzen lassen sich mit folgendem Schema
berechnen

flz;] = f(ay) firi<j<i+k
Tit1s s Tink| — flTiy oo, Tirp_
f[xi7 o >xi+k] _ f[ i+1 z+k] f[ [ i+k—1
Titk — T4
Beweis. Wegen
flzit1, .. xipx] = hochster Koeffizient von p;11,. itk
flxi, .. @igrk—1] = hochster Koeffizient von p; . itx—1

ergibt sich der hochste Koeffizient von

(@ — 2)Dig1,....i+%(2) — (& — Tigr)Di,..i+k—1(T)

Litk — Ti
zu
f[x71+1, e 75Ui+k-] - f[%v R 733i+k—1]
Titk — T4
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Wegen

( —2)pis1,. ivk(®) = (T — Zisp)Di,. . ivk—1(T)

Di,.ivk(T) =
Tit+k — T4
folgt
T; RN — iy oo s Tk
f[xiv"~7xi+k] _ f[ i+1, ) z+k] f[ (2] s bi+k—1
Titk — Ty
[ |

Satz 15.14 Sei p, € P,, das Polynom mit
pn(z;) = f(z;) fir0 < j<mn
und x; paarweise verschieden. Dann gilt
f(l’)fp(z):f[ﬂjow..,xn, HSC*IZ?]
Beweis. Fiir x = x; fiir ein 0 < j < n sind beide Seiten Null.
Sei 41 #x; fir 0 < j < n.

Das Polynom py11 zu (2o, f(20)), - - - s (Tnt1, f(Tn41)) ist

n
Prt1(®) = pu(x) + flT0,- - s Ty Tnya] H T — I]

§=0
Das ergibt
Vor
f(xn-‘rl) = pn—i—l(xn-i-l)
n
= Pu@ns1) + fl2o, - 2n Toga] [ [ (@ — )
7=0
und
n
F@n41) = Po(@ns1) = fl2o, - 2y ] [ [ (@nsn —
7=0
[ ]
Satz 15.15 Seien xy,...,xn+1 paarweise verschieden,

I =| min z;, max z;
0<<n 0<j<n

und f € C"TY(I). Dann ezistiert ein s € I mit

f(n+1)(s)

f[xoa"'aanrl] = (n+ 1)|
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Beweis. Sei p,y1 € P,y1 das Polynom zu (zo, f(20)), ..., (Tnt1, [(Xnt1))-
Dann hat

r(@) = (@) = prya(@)

nt1 j—1
- Zf[xo, A H(z — )
3=0 k=0
n+2 Nullstellen xg, ..., x5 41.
Somit hat ("*1) eine Nullstelle s € I. Wegen
r (@) = fOFD (@) — (n+ 1) flzo, . . ., Znad]
7”("“)(5) = 0
gilt
B f(n—i—l)(s)
f[xm e ,$n+1] = (n T 1)|
]
Satz 15.16 Seienxo,...,x, paarweise verschieden in [a,b] und f € C"*1[a,b]

und p € P, zu (zo, f(x0)),. .., (@, f(xn)). Dann gilt
a) Vz € [a,b] 3s € [a,b] :

f(n-H) n
f(z) —plz) = CFl H
7=0
b)
(b B a)nJrl (n+1)
_ <N "
(@) = plo)| < Sy ma £ o)
Beweis. x = z;: fiir 0 < j7 < n sind beide Seiten Null
T # xy
f(a:)—p(:b) = fx07" y Ty L H .’L'—CEJ
=0
- f(7z+1) n
o (n+1) (n+ 1) H (@ =)
7=0
b)
- r ()]
|f(z) —p(z)] < 1;[(30 —zj) max )
(n+1)
S (b— a)n+1 max |f (3)‘
s€la,b] (n + ].)'
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Das Schema zum Berechnen von p(x)

xo  flzo] flzo,x1] coo Sz, 2]
z1 fle]  flo, o

f[mn—h xn]

.1'n f[-rn]

Das sind
n

”+(”—1>+---+1:Z¢:”(”T+1)

i=1
Divisionen und n(n+1) Subtraktionen
Beispiel 15.17 a) Das Polynom zu (3,1),(1,-3), (5,2) ist
3
p(x) =1+2(x—3) — g(x— 3)(z—1)
b) Das Polynom zu (3,1),(1,-3), (5,2), (6,4) ist
3 7
p(r) =1+2(x —3) — g(x —-3)(x—1)+ Zo(x —3)(x —1)(z—5)

Beweis. a) Mit dem Schema erhélt man

31 =3l—_o I2__3
N 217(373):§ 5—3 8
—1 1
5 2
b)
—3-1 _ -2 _ 3 3/20-(=3)/8 _ 6415 _ 7
31 21—(33)*2 §—3 -8 6—3 — 340 ~ 40
—(=3) _ 5 3
I =3 5—-1 ~— 4 20
5 2 2
6 4
[ ]
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16. Anpassung mit Polynomen

Setzt man nicht die Funktionswerte sondern auch die Werte der Ableitun-
gen an Stiitzstellen voraus, erhélt man erneut ein eindeutiges Polynom.

Seien die Daten o ( H
mi—
(x()af() a"'vf() )

0 . mp—1
([L‘k, lg)7"'7 ]5 k ))

gegeben. Gesucht ist ein p € P, mit
PP () = f9 fir 0<i < k,0<j<my

Man schreibt die Stiitzstellen in der H&ufigkeit auf, in der die Ableitungen
des Polynoms an der Stiitzstelle verwendet werden

To=...=200< ...< Ty, = ... =Ty

Satz 16.1 Die Nullstellen von p, € P, seien xg < ... < x mit Vielfach-
heit m; und es gelte Zf:o m; > n+ 1. Dann ist p, das Nullpolynom.

Beweis. Das Polynom zerfillt iiber C und hat Zf:o m; > n+1 Nullstellen.
Damit gilt
0

p

Satz 16.2 Zu xg < ... < xx mit Vielfachheit 0 < j<m; —1 fir0<i <k
und Zf:o m; =n+ 1 gibt es ein eindeutiges p € P, mit

P (@) =y fiir 0 <i <k und 0 < j <mj; —1

Beweis. Wihlt man eine Basis go, ..., g, von P,, d.h. p =37}, big; so ist
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das Problem gleichwertig zu dem folgenden linearen Gleichungssystem.

pD (@) =y fiir 0<i < k,0<j <my—1

= |

n

0)
Zblgl> (z)=yY fir 0<i<k0<j<m;—1
=0

go(zo) gn(0) Yo

95" (x0) g~ (o) bo "
= : : : =1 :

go(xk) Gn(xk) by Yk

g k) e g @) g

Eindeutigkeit: Seien P, P; solche Polynome. Fiir
Q(z) = Pi(z) — P2(z)
gilt '
QY (z)=0fir0<j<m;—1
Somit ist jedes x; m;-fache Nullstelle und Q hat n+1 nach Vielfachheit

gezahlte Nullstellen.
Damit ist Q das Nullpolynom, d.h.

Q = 0
PlEPQ

Existenz: Das lineare Gleichungssystem Ab=y hat n+1 Gleichungen und
n+1 Koeflizienten.

Wegen der Eindeutigkeit ist A eins zu eins.

Somit ist A umkehrbar und es folgt die Existenz der Losung wegen

b=A"1y
]
Wegen
; . o S te) = flxy)
Ehg(l)f[xj»nyre] = gli% -
= f'(=)

ist die Definition
flaj,as] = f(x5)

sinnvoll. Das gilt allgemeiner.
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Satz 16.3 Sei f € C™(R) und xq, ..., x, paarweise verschieden. Dann gilt
f[.ro, ey

T
1 t1 tn—1
= / / / f(n)(.%‘o + (.’1?1 —$0>t1 +...+ (l’n —.Tn,l)tn)dtn...dtl
0 0 0

Beweis. n =0:
flzo] = f(zo)

n —1 — n: Wegen
(xnfl - xn72>tn71 + (mn - xnfl)tnfl = (xn - xn72)tn71

gilt

Ty — Tp—1
. f(n_l) (l'() +...+ (xn72 - xn73)tnf2 + (xnfl - xn72)tn71)
Tp — Tp—1

und
/1 /t"2 (f("_l)(l“o +...+ (xn72 - xn73)tnf2 + (:I;n - xn72)tn71)
0 0

Tp —Tpn-1

(n—1) n—2 — Ty tnf n—1—Tn— tn,
i (o + .-+ (Tn—2 — Tn—3)ln—2 + (Tn—1 — Tn—2) 1)>dtn1-~-d’51
Tp — Tp—1
Fa]l_’nfl f[an s 7xn—2axn] B f[x()’ o 73}77,—1]
Ly — Tp—-1
= flzo,. ]

Satz 16.4 Fir eine stetige Funktion [ : [a,b] X [a,b] — R gilt

b b
lim f(xn,t)dtz/ lim f(x,,t)dt

— —
Tn x a a Tn x
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Beweis. f ist gleichmifig stetig auf [a, b] x [a, b] und somit gilt fir |z, —z| < &

€
b—a

|f(33n,t) - f($,t)| <

Fiir

lim f(xn,t) = f(x,t)
ergibt sich
b

(f(xnat) - f(x’t))dt

b
/ | t) — f )]t

IN

IN

=&

€
_a)b—a
n

Satz 16.5 Sei f € C™(R)
a) flxo, ..., xy] ist stetig bzgl. x; fir 0 < j <n.
b) Fir gleiche Knoten gilt
F®) (25
flaj, o xj] = k(' )
—— :
k+1—mal

mit k € Ng.

Bemerkung 16.6 Damit ist f[xo, ..., x,] fir alle Wahlen von Stitzstellen
definiert, ggf. als Grenzwert

/ / / lim f (") $0+($1 —(L‘0)t1+ +< —.’L’nfl)tn)dtn ...dty

acj—n
Beweis. a) Da

f(") (20 + (1;1 — .’L‘o)tl +...+ (xn - mn—l)tn)

auf [a,b] stetig ist in zg, ..., z,, gilt
hm flzo, - xn)
t1 n—1
/ / / lim f(" (xo+ ...+ (xn — Tp_1)tn)dt, ... dt;
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b) Behauptung

n=1 ) o
1
t
dty =1= 2
/ i
n—n-+1:
t1 2] tn—1 ty n—2
t
/ / / dty ... dty "= / 2 dt,
0o Jo 0 o (n—2)
-1
ty
(n—1)!
Das ergibt fiir zg = ... =z,
f[fl'(), ey IEQ}
———

=n+1—mal

1 t1 tn—1
= / / [N / f(n) (I’o + (1’0 - Io)tl + ...+ (.CCO — $0)tn)dtn [P dtl
0 0 0

1 t1 tn—1
= f(”)(],'o)/ / .../ dtn.dtl
0 JO 0
1 tnfl

= f(n)(xo)/o mdtl
|t
= f™(20) 51,

“lo
S (o)
n!

Satz 16.7 Die Lisung in P, ist

p(x) = Z (f[;l:g,...,xj] H(x:z:k)>

J=0

Beweis. Fiir verschiedene Stiitzstellen gilt

n j—1
p)=>_ flzo,..,z;] [[ (@ — )
j=0 k=0
Da f[xzo,...,z] und Hi;é(ﬂv — ) stetig in xo, ..., zy sind, gilt die Formel

im Grenzwert auch fiir mehrfache Nullstellen. m
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Satz 16.8 Sei

" n
I := |minx;, max x;
i=0 i=0

Dann gilt: Ve € I Is e 1 :
EVASRIORS
f(z) —plz) = mg@ - ;)
Beweis. Wegen der Stetigkeit der dividierten Differenzen gilt es auch fiir

mehrfache Stiitzstellen. m

Satz 16.9 Furpec P, gilt

n (*)
p(e) =3 (- ) LD

k=0

Beweis. Die Stiitzstelle g = d hat die Vielfachheit my = n 4+ 1. Wegen

n ) (k) .

sind die Polynome gleich. m

Beispiel 16.10 Berechne das p € P, mit

p(xo) = Coo
Pl(l“o) = Co,1
p(l’l) = (10
Das Schema
xgo, 21| — flxo,x
o coo flro, o] = con f[xo,xoﬂn]:f[ 0,21 = flo, 2o]
o — ¢ T1 — Zo
zo con  flwo, ] = ~2 0
1 — Zo
r1 €10
ergibt
p(x) = flxo] + flzo, xo](x — x0) + flxo, zo, 21](x — 20)?

€1,0 — C0,0 co,1
= co0+cor(x—x0)+ 5 — (x — x0)*
(»Tl - 5130) 1 — To
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17. Schnelle Fourier Transformation

Sei
q=exp—
n

Zu den Daten 4
(¢’,yj) mit j=0,...,n—1

gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom

n—1
p(x) = ngxk € P
k=0
mit
n—1
i =plg’) =Y k" fir 0<j <n—1
k=0

Das Problem lafit sich schreiben als

Yo 90(q")° + 91(¢") + .+ Gn-1(¢")"
: B Jo(g")? +91(g") + .+ Gna (g
yn;l ,go(qnfl)() + Z}1((]7171)1 +.+ yn_l(qnfl)nfl
0-0 0-1 qo-(n71) Yo
- q1-0 g q1-(n71)
—1)-0 —1)-1 —1)-(n—1 .
q(n ) q(n ) q(n )-(n—1) o
y = Wy

mit '
wjk:q]kfﬁrogj,kzgn—l

Satz 17.1 Es gilt

w o= wt
WWT = nl,
1
g o= W
n
n—1
. 1 i
o= — Y ¢y
7=0
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Bewels.
_ gk _
Wik = ¢7 = wy;

Wegen
47 = exp 27 - 1 ~exp —27i - 1 _ gl =g
gilt fir0 <k, 1 <n
T n—1 n—1
WW ) — kjg—li — (k=)
(W), = =1
7=0 7=0
1 — gk=D(n=1+1) o
_ 1= g fiir g* =1 #£ 1
n fiir ¢*' =1
q"=1 0 firk#1
- n firk=1
d.h.
WW = nl,
1
wt o= W
n
N 1—
y = —Wy
n
ln—l
U = o Z q_Jkyj
j=0
]

Definition 17.2

185 “2mijk 1%~
no— B _ = ik
i njgoyj exp — njz::oyjq

heift diskrete Fouriertransformation der Linge n.
Aus den Daten bestimmt man die Koeffizienten des Polynoms.

n—1 n—1

N 2mijk .
Yi = Z Yk €Xp 0 Z kg’
k=0 k=0

heifit inverse diskrete Fouriertransformation der Ldnge n.
Man berechnet den Wert des Polynoms an den Stiitzstellen.
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Satz 17.3 Sein =2m = 2P. Mit

€o
€2

€n—
Pn — n—2
€1

€3

€n—1

IS

gilt

Ly In Im 0 Wi 0
() (0 o) (0 )

und die Fouriertransformation ist

. 1
Yy=—Wny
n
Beweis. Fiir ¢ = exp % gilt
q27n —_ qn -1
qm _ qn/2 -1

Zerlege die Summe in gerade und ungerade Indizes 2j und 2j+1

1 n—1
i - ik
Gk - Zyyq
j=0
m—1

- ol
(q2)Jky2j + qu Z (qz)]ky2j+1
-0 §=0

AR

1
2 :

J

= 2 (gr + 7" )
2

—2mi
n/2

Zu den Stiitzstellen ¢°, ¢, ¢%, ..., ¢*™ 2 berechnet man

2 _ . . . .
Wegen ¢© = exp sind g und uy, Fouriertransformationen der Lange 5.

g mit den Werten yg,ys2,...,Yom—2 fur 0 <k <m —1
up mit den Werten y1,93,...,Yom_1 fur 0 <k <m-—1
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Wegen

1 n—1
Ukt+m = -~ y; g ™)
7=0
1 m—1 1 m—1
= - (@) Ty, +§k+mﬁ Z @)™y 1
§j=0 §j=0
om_yom__, 1ML o 1 m—1 o
! = n (q2)jky2j - qkﬁ Z (qz)jky2j+1
=0 =0
1
= 3 (g5 — T"u)
1 _
_ 5 (gk T gy )

ergeben sich die g aus den g, und uy in einem Rechenschritt.
Die Multiplikationen mit % kénnen entfallen, wenn man am Ende durch

n = 2P dividiert. m

Beispiel 17.4 Mit g, = = Z] —0 qjky] gilt
n—=1:

0 .
. 1 —2mi-0
:IE expil Yi = Yo
j=0

n=2: Wegen q = exp <J* 27” =—1 gilt

1
) 1 05, _ Yoty
- = 0y = 20T I

Yo 22 B

Das Verfahren ergibt mit m—1

go = Yo

U = Y1

1 0 Yo+ Y1

Yo = 5 (90 +4q Uo) ="

R S 1 _0 Y — U
vy = y0+1—2(90—q uo)—T
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n=4: Mitq= exp(%) =1 gilt

N 1< Yo+uy1+y2+ys
Yo = ZZ(_Z)JOyj: 1

j=0

1g Yo — Y1 + Y2 — 1y
~ 0 — 1 2 3
o= gD (i = I

j=0

1g Yo—Y1+y2—y
~ 0 — Y1 2 — Y3
Y2 = 1 (—1)]2%‘: 4

j=0 ¥ _

=_1)J

1 3 Yo + 1y Y 1y
N Yo Yyl — Y2 — 3
gs = > (i) Py =

43:0:;_/ 4

Das Verfahren lautet: Zu den Stitzstellen ¢° = 1,¢? = —1 berechne

gk bzgl. yo,y2
uy bzgl. y1,y3

wie im Fall n=2 fiir k=0,1. Das ergibt

_ Y + Y2
g0 5
_ Yo — Y2
g1 9
v = N + Y3
0 2
w = Y1 — Y3
! 2
Somit
g0+ (—)u0  yo+yi Y2 +ys
Yo = =
2 4
§ = g1+ (—i) 'y _ Yo~ Y2 — i(y1 — y3)
! 2 4
o go+(—1)u0  yo+y2— (y1+y3)
Y2 = =
2 4
g+ ()P yo—y2 iy —ys)
Yys = D) = 1

Satz 17.5 Die Fouriertransformation der Lingen = 2P kann durch %n logy n
komplexe Multiplikationen M, und nlog, n kompleze Additionen A, berech-
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net werden.

M, = %p?p = gloan
A, = p2? =nlogyn
Beweis. Es gilt fiir n = 2!
M =1
A = 2=1-2!

p — p+ 1: Wenn man die Berechnung von ¢* vernachlissigt, gilt
1
Myy1 = 2Mp+n= 2§p2p + 2P

1
= (p+1)2°=_-(p+1)2°*!
2

Api1 = 24, +2n =2p2P 4 2°F!
2(p + 1)2°*!

Satz 17.6 Sei

s
S

T, = {GO+ (ay cos kt + by, sin kt) ak,bkEC}

2
k=1

Gesucht ist ein T € T,, mit
o
T(t;) =y, ﬁf;rtjzﬂ und j=0,...,n—1
n

Fiir n = 2m + 1 ist die Aufgabe eindeutig losbar durch

a “ .
T(t) = ?0 + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1
Fir n = 2m ist die Aufgabe eindeutig losbar (fir b, =0) durch

m—1
T(t) = % + (ay cos kt + by, sin kt) + % cos mt
k=1
Beweis. 1.) Mit

2 2k
ap = — i COS
k " jgoyj n

n—1 .

2 2mjk
b, = — E i si
k njzoyj sin

n
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gilt

) 1 —omijk
Ye = — Yj exp
n 4 n
7=0
1 —omjk . . —2mjk
= nyj cos + 2s1n
n 4 n n
7=0
1
= i(ak*ibk)
2.) Wegen
2m(n —k)j ( . 27rkj) 2wk
cos ——— = cos |27 — —— | = cos
n n n
. 2m(n—k)j . ( ‘ 27rk'j> . 27k
sin ——— = sin(27j — —— ) = —sin ——
n n n
gilt
2 ok
ap = EZyjcos -
7=0
n—1 .
2 2(n —k)j
- et
7=0
= Qan—k
und
2 ok
b, = EZyjsin -
7=0
2% 2m(n —k)j
- S
7=0
= by
d.h.

. 1 . 1 .
Un—k = i(anfk —iby_p) = i(ak + iby)
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Fir n =2m + 1 gilt

p(x;)
= 2mjk
= = grexp
k=0
m .. n—1
. . 2mijk 2mijk
= Jo+ ) Gkexp =+ > grexp
k=1 k=m+1
Umnummerieren 271'1] (TL — k)
= Zyn Rexp =
k=1 k=1
" [ ay —ib 2mijk
Einset N k — Wk
11152 zen yo + Z < 2 eXp -

aj, + by —2mijk 2mign
+ exp exp
2 n n
N—_———
=1
—2mijk

27r1]k + exp ™

m
Einsetzen ~ exp
= Yo + g (ak 5
k=1

exp 27T7zl]k — exp —2:1;1]1@
21

+by,

B 0 - 2mijk . 2mjk
= 2+§_:1(akco . + by, si .

Wegen
. 27’(’]1’)1 n=2m . 2mjm . .
sin = sin =sin(mj) =0
n
gilt fiir n = 2m
ap e ijk . 2mijk am 2mijm
p(z;) =5 + ak cos + b sin + — cos

k=1
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18. Numerische Integration |

Fiir f € C*[a,b] und w € L'(a,b) und Stiitzstellen a < 29 < ... < x, < b
soll das Integral

b
1) = [ w@)f@)ds
durch eine Summe

L(f) == Z f(xj)w;

gendhert werden.
(Da f € C¥[a,b] beschriinkt ist, ist das Integral definiert.)

Definition 18.1 Die Formel I,(f) heifit exakt <—
Vp € P, : In(p) = I1(p)

Alle Funktionen wird man nicht exakt integrieren kénnen. Deshalb sucht
man eine Formel, die zumindest die Polynome exakt integriert.

Satz 18.2 Sei w € L'(a,b) gegeben mit a < x¢ < ... < x, < b. Zur Basis

xr —x;

o= 11,

1=0,i#j

fir0<j<n
Tj— Ty

von P, gibt es genau ein lineares I : P, — R, das exakt auf P, ist. Dabei
gilt

b
w; = /w(ac)L;L(:c)dx
a
Beweis.

I, ist exakt
= Vp € P, : I,(p) = I(p)

I, linear,LJ’F Basis
<

Y0 <j <n:I(LY) =I(LY)

L7 (@1)=0;1
<

b
/ w(r) L} (z)dw et I(LY}) ver I.(L})
a

n
N L () = wy
——r

k=0
=5,k
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Satz 18.3 Ist p das Polynom zu (xo, f(x0)), ..., (xn, f(z,)), so gilt

n

ple) = Y Lp(x)f(x))

j=0
In(f) = I(pn)
Beweis. Wegen

n

ZL?(mz)f(x]) = f(z;) fiir 0<i<mn
im0~—~—
=5;;

ist es das eindeutige Polynom zu (xo, f(20)), ..., (zn, f(zn)).

Def

L.(f) > w;if(x;)
=0

b
a

= Yt [ e

_ / w(e) YL@ f(2) do

=Pn (x)

- / " w(@)pa(@)da

Stiitzstellen mit gleichem Abstand und w=1

Definition 18.4 Sei I,, eine Integrationsformel mit w = 1. Setze

R (f) = In(f) = I(f)

Satz 18.5 Sei xg = a und ©1 = b.

h = )+ 1)
e
mn) < =y

107



Beweis. Es gilt £ = a und z; = b und

b _ b
/lx Ildx:/ x bdx
o To— 21 o a—0

1 /0 1 —(a—b b-a

Wo

und mit

N -
W
|

gilt
B (Nl = Hpn) = I(H)| =

/ab f/léfx)

" b
Lk o

" Moo
2

/ab(f — pp)dz

frither

H(x — xy)dz

k=0

n

IN

/0y(b—a)(b—y(b—a)—a)(b—a)dm

LS Moo
2

1
b-af [y y)do
0
f" Moo 3
= —_— b —

]

Wegen negativer w; fiir grofsere n integriert man {iber Teilintervalle und
summiert auf.

b N a;
/ f(a:)da:zz fl@defira=ag<...<any=0b
@ i=1

aj—1
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Diese Formeln heiffen zusammengesetzte Integrationsformeln.

Satz 18.6 Fir die zusammengesetzte Formel

N-—1
Ti(f) = ’;(.f<a>+22f<a+m>+f<b>>
=1

gilt
2
runl < o
Beweis.
n—1 Th41
|RL(f)] = Z hf(xk) +2f($k+1) _/ f(x)dz
k=0 Tk
n—1
" lloo
s 2
k=0
gy
]

Wir bendtigen eine Fehlerdarstellung des zusammengesetzten Verfahrens.

Definition 18.7 Durch die Vorschrift

Bo(t) = 1
d

%Bk(t) = Bk_l(t) fd?” k > 1

1
/me — 0firk>1
0

erhdlt man Polynome auf [0,1]. Setze noch

Bk =kl Bk(O)
Satz 18.8 Es gilt
a) Br(0) = Bi(1) fiir k > 2
b) Bi(t) = (=1)*Bi(1-1) fiir k>0
¢) Bakt1(0) = Bopti(z) = Bopa(1) =0 firk>1
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Beweis. a)

1 1
Bk(l)—Bk(O):/O B,;(t)dt:/o Bra(t)dt "o

b) Auch (—1)*By(1 — t) erfiillt die Rekursionsvorschrift
(1B 1) = 1
CO*B(1—1) = (CDED)BL1 1)

= (=DF'By1(1—t) fiir k> 1

a
dt

Mit s =1 —t und ds = —dt gilt fiir £ > 1

1 0
/(—l)kBk(l—t)dt = (—1)k/ (—=1)By(s)ds
0 1

c) Wegen

=

1 1
Bag i1 <2> 2 (—1)**! Bojyy (1 - 2)

I
\
oS}

(]

>

+

=
7N
[N
~~

gilt

Mit a) und b) ergibt sich

N

a

Bok+1(0) = Bagt1(1)
Byes1(0) 2 ()™ Bypr(1-0) = ~Baena (1)
und somit
Bor+1(1) = 0
Ba+1(0) = 0
]

Mit den By (t) 148t sich die Integrationsformel auf [0,1] anders darstellen.
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Satz 18.9 Fiir g € C*™[0,1] gilt
! 1 1 - (2k—1) (2k—1)
o0t = 5o(1)+ 300 = 3~ Ba(0 (9%1) = g*1(0))

/ Bo (£)g®™ (t)dt

Beweis. m = 1: Wegen B (t) =t — 1 gilt

1 1
[otwar = [ B
0 0 :T/
- Bk [ By
1 0

1
= 90+ 300 - B0+ [ Balt O

B2(0)=B>(1) 1

2
3901+ 39(0)

—ZB% ) (9#50(1) = g0 (0))

/ Bom (£)g®™ (t)dt

/ Bom (£)g®™ (t)dt

1
- Bomr (1) 2™ (0]} — / Bamr (£)92™ ) (1)t

1
—Bzm+2(t)9(2m+1)(t)|(1)+/ Bomi2(t)g” ™2 (t)dt
0

m — m + 1: Wegen

B2m+2(0)=Bam+2(1)

—Bgm+2(0) (g(2m+1)(1) _ g(2m+1)(0)>

1
+ / Bom2(t) g2 2 (t)dt
0
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ergibt Eingetzen die Behauptung fiir m+1

/0 1 g(t)dt

= 5o0) ~ 500 E:B% ) (s2(1) — g1 (0))

— Boms1)(0) (g(z(m+1)—1)(1) _ 9(2(m+1)—1)(0)>

1
+/BMHwﬁ“%w
0

]
Aus der Integrationsformel auf [0, 1] erhalten wir eine Integrationsformel fiir

[2j—1,25]-

Satz 18.10 Sei f € C*™(a,b) und

[ b—a
n
z; = a+jhfirl<j<n
Fir
9j +[0,1] = R,t = hf(zj_1 +th)
gilt

Lﬁﬂwwzzéﬁﬂw

j—

9;(1) = hf(z;)=g;+1(0)
(2k 1)(t) _ hzkf(%*l)(:cj_l + th)
gj(2k 1)(1) _ gj(iklfl)(o) _ h2kf(2k—1) (x])
Beweis. a) Mit
x = xj_1+th
dr = hdt

erhalt man

/Olgj(t)dt Ref /hf w1 + th)dt
/ e
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b)

9;(1) = hf(zj—1+h)="hf(z;)
9i+1(0) = hf(z;)
c)
g7 ) = h%f(%fl“h)
= hhPRTLFCRD (g 4 th)
d)

_ c) _
g7 ) = RO ()

J

k— <) -
g0 2 R )

[
Wir integrieren auf den Teilintervallen [z;,2;41] fiir 0 < j < n —1 und
summieren auf.

Satz 18.11 a) Sei f € C*™(a,b) und

Vi<j<n:z; = a-+jh

Dann gilt
B
/ f daj z: h2k 21<' ( (2k71) (b) f(2k71) (a)> . p2m

mat

>

Tu(f) = 5D (Flay)+ f(w;-1))
j=1

I < (0=a) || Bam ool /7™ I

b) Ist f (b-a)-periodisch, so gilt Vm € N

b n
/ f@)de =k fla+jh)+J - B2
a =0
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Beweis. a)

= Z <2gj( )+ 29j<0)) - ZZ By (0) gj(_2k71)(1) _ gj(_Qk—l)(O)
— —1 L ~— N—_——
= IR By byt TN
@
n 1
+3 [ Ban(tg 0
j=1"0
b) h n m n e 5
2 1) 2k—1
= 52 (fla) + flem) - Z P 6@ =g )
j=1 k:l j=1

:,(17(1%_1)(1)—,(]((]%_1)(1))

1
+ / Boy (t)R2M L ™) (15 ) 4 th)dt
0

j=1
Def 2k B2k (2k—1) _ p(2k—1)
Z (P (@) = FE7D((20))
=b =a
+h2mhz / Bt _1 — th)dt

Und fiir den 3. Term gilt

I < bl Bam ool f&™ s

j=1
nh=b—a
< (b—a) || Bam llooll F%™ ||oo= const

b) Wegen
f2k71(b) o f2k71(a) =0

fallt der 2. Term weg. m
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Wir berechnen das Integral fiir verschiedene Schrittweiten

h h h

hy=,—, =, ...
7274)87

mit der Integrationsformel und konstruieren aus diesen Werten eine Formel
hoher Genauigkeit.

Satz 18.12 F4r

h _ b :L a
Ty(h) = hf(a);f(b) +hif(a+jh)
Tk+1 (h) - 22ka2(2}2; )_71Tk (h)
_ h Ty (5) — Ti(h)
= 0 (2) T

gilt

Bewels. £k = 1:

b
Tu(f) = / f(@)dz + O(h?)

k — k -+ 1 : Subtrahiert man

Tp(h) = /b f@)dz + ch® + ... + ™ + O(h*™)
h o
22k, <2> = 2%/1 f(x)de + 2%%c 272 p% 4.
+2%k ¢, 272mp2m L O(R?™)
erhilt man
22k, (Z) — Ty (h)

b
(2%F — 1)/ f(@)dz + cpy1(272 = 1)AZFF2 4

+Cm(22k-—2m _ 1)h2m + O(th)
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und somit

/ab f(x)dx

22T (5) — T(h) i 1}2k+2
= 22k_1 7ck+122k_ 2 — ...
22k—2m 1

—Cm > _I B2m + O(h2m)
= Tk+1(h) — C;c+1h,2k+2 — . C'/rnth + O(th)

Das Rechenschema ist

>
s
—
=

Eoay(h) n(h) o
§ Ti(§) T(3) T3(5) Tu(h)

Fiir kleines h und grofe k sind Ty

Y f(a)de und
1 (2) -

hat einen grofen Fehler. Es lohnt sich nicht iiber k=6 hinauszugehen.
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19. Numerische Integration Il
Sei w stetig auf (a,b) mit
Va € (a,b): w(z) >0
Fir
b

suchen wir eine Integrationsformel

ZAjf(l'j)

Bisher hatten wir p € P, exakt integriert. Durch geschickte Wahl der
Stiitzstellen wollen wir p € P;,_; exakt integrieren, denn das sind 2n
Bedingungen fiir 2n Parameter.

Vp € Pop_1: In(f) = I(f)
Satz 19.1 Es gibt keine Formel I,,, die in Py, exakt ist.

Beweis. Annahme: I, ist exakt in Ps,. Fir

n

p(x) = [[(@ - 2))* € Py
i=1

gilt dann

b n
0< /a w(z)p(z)dz exake ;AJ— f(z;) =0

ein Widerspruch. m

Satz 19.2

ist ein Skalarprodukt.
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Bewels.
(a1p1 + agpa,q) = /(alp1 + agp2)qudzx

= al/pqudeJraz/wquw
= a1 (p1,q) + a2 (p2,q)

(p,q) = / pqudr = / qpwdz = (g, p)
<p,p>=/wppdfc = 0=p=0

Satz 19.3 Zu w konstruiert man eine senkrechte Basis mit Linge 1 von
Polynomen durch

90 = leh
J YR
. i T, Pi
VO<j<n—-1: g1 = ﬂJrlZHm € P
i—0 Di, Di
Vo<j<n:p = ——2
(g5, 45)
Beweis. j = 0:
1,1
(o, po) = 7>2 =1
(1,1)
j— i+ 1 Fir0<k<jgilt
; (27 px)
qj+1, Pk = 1J+1apk — Pk, Pk —
@1, P) < )~ ) (ks PK)
= 0
<p_+1 pk> _ <qj+17pk>
j+1 =
(@j+15qj+1)
= 0
(Pya1,pse1) = (¢j+1,G5+1) i
(@j+15Gj+1)
=1
]
Satz 19.4 Die Nullstellen x1,...,x,, von p, sind reell, einfach und liegen
in (a,b)
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Bewels. Seien
a<r<...<zRp<b

die Nullstellen von p,, in (a,b), in denen p,, sein Vorzeichen wechselt, d.h.
ungerader Vielfachheit und

k

q(z) = H(Jc —xzj) € Py

j=1
Hat p,,, keine reellen Nullstellen ungerader Vielfachheit in (a,b), so setze
q(z) =1

Annahme: £ < m. Da pp,(z)q(x) auf (a,b) sein Vorzeichen nicht wechselt,
gilt

/}0'64Mﬂ)df = (pm,q)
——
>0
q€:Pk
Pmq =
im Widerspruch zu
p#0#4q

Somit gilt k=m. =

Satz 19.5 Sind die x; die Nullstellen von p, und

b n 2
xr — X
Af:/qwm 11 (n_x) da
a i=liz#j 7 !

so erhdlt man eine Integrationsformel die auf Psy,_1 exakt ist.

Beweis.

n b n
T — T
L= [w [] Z="df)
: MR O B
=179 =15 "
ist exakt in P, _1, da rechts das Interpolationspolynom integriert wird. We-
gen
VPEPanl 3q77°€Pn71 : pZQPn+T
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gilt

b b b
/wpdx = /wqpndx +/ wrdzx

— N——
=0, da senkrecht =I,(r)

I,(r)
= In(r) + In(qpn)

=0, dapn, (wz):O

P, 1 exakt

d.h. I,, ist exakt in Ps,,_1. Fir

gilt w]2 € Py,_o und

b
/wwjz-d:r = In(w?)
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20. Numerische Differentiation
Sei f € C""(R) und m < n. Suche eine Niherung fiir
()
die mit den Funktionsauswertungen f(—kh),..., f(kh) berechnet wird.

Satz 20.1 Es gibt a; mit

k
) = TS auf(in) + O
i=—k

Der Genauigkeitsverlust der Differentiation ist klein firn+1 >>m.

Beweis. a) Die Reihenentwicklung von f ergibt

pny =3 1@ L o)
j=0 J:

Wihlt man die a; geschickt, bleibt in der folgenden Linearkombination nur
der m-Term stehen

k n ; k
) iy VY g n
> aif(in) = Zf@(m?- > ida; + O™t
i=—k j=0 T oi=—k
i 1
D aif(ih) = —h™ 0 (0) + O(h" )
i=—k ’
und man erhilt die obige Formel.
b) Es muss gelten
k 1 fiir j =m
; . iJa. — -
Wsjsn: .;kz al_{ 0 sonst
Das ist das Gleichungssystem
0
1 |
—k k =k -
. : = 1 «— m-te Stelle
(—/{1)" En (3
0
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Fiir 2k +1 =n + 1 hat es eine eindeutige Losung. Sei

1 1
—k k

A= .
(—k)" En

Addiere in der Determinante in jeder Zeile k mal die Zeile dariiber.

det A
= |0 —k+l1 20-k+2) - (k-1)(k-1) 2k
0 (=k+1D"1 2(=k+2)»' ... 2k—-1)(k—1""' 2"

Entwickeln nach der 1. Spalte und Ausklammern der Spaltenfaktoren ergibt
1 1 1 1 1
det A = (2k)!
(—]f—‘r 1)"_1 (—k;—|—2)”—1 (k_ 1)n—1 En—1

Ziehe von jeder Zeile k-mal die Zeile dariiber ab.

1 1 1 1
—2k+1 ~1 0

det A =
(—k+1)"2(=2k+1) -~ (k—1)""2(=1) 0

Entwickeln nach der letzten Spalte und und Ausklammern der Spaltenfak-
toren ergibt

1 1 1
—k+1 e k—1
det A = (2k)!(—1)" " H(=D)" 12k —1)!
(—k + 1)n—2 . (k‘ _ 1)n—2
Das ist dieselbe Form wie oben. Induktion ergibt
det A= J](2k)! #0
k=1

Damit ist die Matrix umkehrbar. m
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Beispiel 20.2 a) Fiir f € C? gilt

b) Fiir f € C* gilt

Beweis. a) Fir m =1,n =2,k =1 gilt

1 1
-1 0
1 0

a1 = —0.5,0,0 = O,al = O,5
b) Firm=2,n=3,k =1 gilt

1 11 0,5 0
1 0 1 -1 ]=1]o0
1 01 0.5 1

a_q1 = 0.5,@0 = —17(11 = 075

d.h.

d.h.
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21. B-Splines

B-Splines haben einen Triger minimaler Linge und kénnen numerisch stabil
mit einer Rekursionsformel berechnet werden.

Definition 21.1 Sei (¢;),cz monoton steigend. Fir alle j € Z und k € N
mit k > 2 definiere

B; (t) = 1[tj,tj+1)(t)
t—t;
—— flirt; <tiip_1
wjk(t) = tjjqc,l — ﬁj J It
sonst
Bjr = wirBjr—1+ (1 —wjt16)Bjti,e-1

Satz 21.2 a) B, ist rechtsstetig.
b) Es gilt
tivg —t

CUER TN fir b <t
(1 —wjp1k)(t) = tj+r —tjm1 AR
1

sonst

Beweis. a) Da B; 1(t) rechtsstetig und w,(t) stetig ist.
b) Fiir tj+1 < tj+k gllt

T At A S R Y el 7 S (t —tj+1)
Litk — i+t itk — it
tivp —t
Livk = L1
"
Satz 21.3
k=1
Bjx = Y pixBi mit pir € Py
i=j

Insbesondere ist B;;, stiickweise polynomial.

Beweis. k£ =2:

Bj (t) =  Wj2 1[tj,tj+1)(t) + (1 - 1Uj+172) 1[tj+17tj+2)(t)
ebh; ep,
Jj+1

ZpﬁBi,l
i=j
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k—1—k:

Bjr(t) = wjrBjk—1+ (1 —wjt1,6)Bj+1k-1
Jk—2 jtk—1
= Wjk Z Gik—1Bi1 + (1 —wjt1x) Z Tik—1Bin
?I:/ i=j N—~— %’_/i:j—o—l
1

j+k—1

= Z pikBi
i=

€P;_2 Sl EP;_2

Satz 21.4 Fir tj = tj+k gilt

Beweis. k = 1:
1[tj,tj+1)(tj) = O fﬁr t] = t]+1
kE—1—k: Wegen tj = tj+1 gﬂt tj = tj-l—k—l und tj—i—l — tj—&-k

Bjr = wjr Bjr—1+1 —wjq1x) Bjt1,k-1
—— ——
=0 =0
=0

|
Satz 21.5 Fir tj < tj+k und tj < tj+k_1 gilt

Bjk(t)>0  firte (tj,tjwx)
B;i(t)=0 sonst

Firt; <tjip undt; =tj p_1 gilt

Bj,k(t) >0 firt € [tj,tj+k)
B;i(t)=0 sonst

Beweis. 1.) Es gilt
Bj (t) =0 firt g [tj;tj+k)

k=1:
Bji(t) = 1jt,4,,)(t) = 0 fiir ¢ & [t;,¢541)
k—1—k: Wegen

Bji—1(t) = O0firt e [t;,tjtx—1)
Bji1k-1(t) 0 firt & [tj11,tj4k)
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gilt

Bip(t) = wik  Bjxa(t) (1 —wiprr)  Bjrir(l)
—_—— —_—
=0 fir tQ[tj,tj+k_1) =0 fiir tg[tj+1,tj+k)

= Ofiir t & [tj, t4n)
2.) Sei t; < t;4. Dann gilt

a)  Bji(t)

> 0
b Bi(t) > 0

firt € (tj;tj+k)
a) k=1:
Bj1 = Litj ) = 0

k—1—k: Wegen

wjr > 0flirt >t

Bj,k,1 = 0fiirt Q [tj,tj+k,1)
(1 - wj+17k) > 0firt< tivk
Bjjix—1 = Ofiirt € [try1,tj41)
gilt fiir alle t
wijrBjr—1 = 0
(1 —wjs1.6)Bjy1e-1 > 0
Bjk(t) = wjrBjr-1+ (1 —wjt1,6)Bjt1,k-1
> 0
b)k=1:
le :1[tj,tj+1) > 0Ofarte (tjatj+1)

k—1—k: Wegen

Wik > 0firte (tj,tj+k_1) und tj < tj+k_1
(I —wjt1k) > Ofiir t € (i1, t4n)

und da fiir ¢; < ¢j41 gilt ¢; < tj44_1, folgt

ijfBj,k-_l > 0Ofirte (tj,tj+k_1) und tj < tj+k_1
(1 —wjt1,6)Bj1e—1 > Oflirt € (tj11,t4%)
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und somit

Bjk(t) = wjrBjkr-1+ (1 —wjt1k)Bj416-1
>0 >0
> 0 fiirt € (t,tjp1)
Bjk(t) = wjrBjkr-1+ (1 —wjt1k)Bj41p-1
>0 >0

> 0Ofirte (tj+17tj+k)

3.) Fiir tj < tj+k_1 gﬂt

Bjk(t;) =0
k=2: tj < tj+1
tj —1;
Bj,Q(tj) = tior —t; 1[tj’tj+1)(tj) + (1 - wj-‘rl,k)(tj) 1[tj+1,tj+2)(tj)
J J —_—
N—— = i<t
=0, da ti<tjyr—1 0 da tj <t

= 0
E—1—=Fk:t; <tjir—1. Wegen

B, (t) = fiir ¢; = t;41 nach Voraussetzung fiir k — 1
TR T i by < tyg daty & [t bk

gilt
ty—t;

Bjk(t;) = +———F Bjr-1(t;)+ (1 —wjt1,6)®;) Bjt1k-1(t5)
titk—1—t; —_—
| S =0

=0, da ti<tjtr—1

=0
4.) Sei t; =tj 1 < tj1. Dann gilt
Bjk(t;) =1
k=1:t;=t; <tj
Bj1(t) = Lty a,,0)(t5) =1
k=2t =t <tjs

b — 4
B (tj) = ,] 7] - 1[tj7tj+1)(tj) + 1[tj+17tj+2)(tj)
ti+1 — 1

=0 =1,da t;=t;11

= 1
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k—1—=k:tj=...=tjtp-1 <tjqx

=tj+1
t t t t
R e —
Bji(ty) = ——"— Bjr-1(tj) + - ——"— Bjy1k(t5)
thrkfl — tj tj+]€ — tj+1 —_———
— S—~—=1, da tj ==t <tk
=0 da tj1<tjir
=1
[

Definition 21.6 Sei

lim tj =00
j—Eoo
Vi€Z: t; <tjin

Fiir festes k > 2 fest definiert man den Vektorraum der Splines durch

Skutty)yes = D CikBik(t) ek €R
JEL

Beweis. Fiir t; = t;44 gilt B, = 0 und der Term tritt nicht auf in der
Summe. Wegen

> eiwBik(t) +ad dikBik(t) = (cjk + adjx)Bjk(t)
JEZ JEZ JEZ
ist Sk,(t;),c, €in Vektorraum. m

JEZ

Satz 21.7 a) Die Summe ist an jedem Punkt endlich.
b)

D Bk = > (cipwik + ¢ k(1 —wji)) Bk
JEZ JEZ

Beweis. a) Fiir ¢ € [t},,t;,+1] sind hochstens
Bjo—k+1(t)7 -5 By, (t)

ungleich Null.
b) Sei (¢jx)jez mit ¢;, € R. Wegen

Bji = wjrBj -1+ (1 —wjt1,6)Bjt1,k-1
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gilt

Z ¢jkBj.k

JEZ

= > (awirBjk-1+ ¢ix(l = wjt16)Bjp1k-1)
JEL

= D (ejuwin + ¢jm1u(l = wjr)) Bjg—
JEZ

Satz 21.8 Seiu € R beliebig. Fir k > 1 gilt

mat

(t—w) " =" gjn(u)Bjk(t)

JEZ

gjl(u) = 1
gik(w) = (tjp1—u) - (tjpr—1—u)

Beweis. Fiir t; < tj4,—1 gilt

Gi—1,k(w) (1 —wjk(t)) + gk (w)w;r(t)
tivi g —t
= (t— ). (ko — )
Litk—1 =1
t—t;
+(tjrr —w) . (pp—1 —u)
bith—1—1;
ti—w) (st — )+ (tisn1 —u)(t —t;
_ gj7k71(u)(g )+ )+ (ti+ )t —t))
Ljth—1—1;
—t;t —ut i+k—1 +1 ‘+k_1t + ut;
= gik—1(w)—— : ’

tivk—1— 1t

= gjk-1(u)(t —u)

Fir tj = tj+k—1 gllt

Das ergibt k = 1:

(gj—1(u)(1 —wjx) + gjr(w)wjr) Bjr-1(t)
=0
Gjk—1(u)(t —u) Bjr—1(t)
——

=0

(t—u)’ =1

Z l[tj,thrl)(t)

JEZ

= gi

1 ('LL) 1[tj A1) (t)
=1
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k—1—k:

D g Bi(t) = > gjn(w) (wiBik-1(t) + (1 = wj14(8)) By p—1)
JEZ JEZ
= Y (gin(wwik+ (1 = w;k(t)gj—1.6)Bjr-
JEL
= (t—w)) gjir1(u)Bjxa(t)
JEL
= (t—u)(t—w)r?
(t —u)k!
| |

Die Polynome vom Grad k — 1 sind in den Splines vom Grad k enthalten.
Satz 21.9 a)

)k _dyid o
(t=w ™ ),. = Z—( d“&l_l‘(;!k( )Bjk(t)

b) Fiir p € P, gilt

4yl u k—i
o Z(ZW(U p<u>) Bt
d.h.

Pi1(t) C Sk.(t)),ez

Beweis. a) Ableiten von

(t—w)"" =" gjn(u)Bjk(t)

JEZ

ergibt

d i—1 i—1 .
> (-4) omwBa) = (~5) o

= (k=1)...(k—i+1)(t —u)r
_ (k — ! —u k—1
T (t—u)

und somit




k—1

p(t) = Z

=0

i=1
JEZ

t_u (Z)

1=1

Satz 21.10 (Zerlegung der Eins)

Beweis. a)

(=) " gi(w)

()" gl
@) d(k: —r !
b)Y Bjr=1

JEL

k z 1 k—1
(Z u—g]'k() (;L) p(u)) Bk (t)

.. ) gjk(u)

(k—1)!

b) Fiir p = 1 gilt
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22. Rechtsstetige stiickweise polynomiale

Funktionen

Definition 22.1 Die Vielfachheit des Knotenst; ist

#tj = #{k : tk = tj}

Satz 22.2 Sei k > 2.

(t—t)" My 00)(t) =

VI<m < #t: (=) ", 00(t) =

Beweis. 1.) Sei t < t;. Wegen

> gin(ti) Bi(t)

j>i

> gik-mi(ti)B

J=i

Tréger(Bj k—m+1) C [tj; tj+k—m+1)

gilt

VJ Z i Bjk(t)
und beide Seiten sind Null.
2.) Sei t; < t. Da fiir k > 1 gilt

=0

(t—w) ' =" gjr(u)Bj(t

JEZ

gilt fir k—m >0

t_t Zgjk m+1

JEZ

Wegen

Tréger(Bjr—m+1) C
Tréger(Bi—k+m—1k—m+1) C

J kfm+1(t)

[tj,tjrh—mt1)
[tiktm—1,1:)

j,k—m+1(t)

tragen nur die Bj ;41 mit j > 7 — k + m zur Summe bei, d.h.

(t—t:)" "1, 00) (1)
= (t—t)"

= Z Gik—m+1(ti)Bj k—m1(t)

j>i—k+m
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Wegen
gik(w) = (Gir1— ). (Gjre—1 — u)
Gik-my1(ti) = (tjp1—t) .. (Cjph—m —t:)
gt VO<r<k—-m-—1:
Gicktmark—mt1(ti) = (Gickgmart1 —ti) .. (tigr — ;)
und fir 0 <r <k —m — 1 wird einer der Faktoren Null
Gi—ktmk-m+1(ti) = ... = gi1 k—m+1(ti)) =0
Damit &ndert sich die Summe nicht, wenn man sie erst bei i beginnen 145t.
> Gikemi1(t)Bikemr(t) =D gik-mi1(ti) Bjk—mi1(t)
j>i—k+m—1 j>i
3.) Sei ¢t = t;. Mit 2.), da beide Seiten rechtsstetig sind. m
Satz 22.3
SPrt;);ez
= {peLin(P1U{(t—1t)1y,)(t)}) :0<i<k
p ist genau k — #t; — 1-mal stetig differenzierbar int;}
= Lin (Pooy U{(t — ;)" ™1, 00)(t) 1 1 < m < #t5)

Beweis. Sei s rechtsstetig vom Grad < k mit nur einem Knoten ¢;, an dem
s genau k — #t; — 1-mal stetig differenzierbar ist.

k-1
s(t) = p(t) + Cm(t — 1)1, 00 (1)
~ =0
€EP;_1
Wegen
Lit;,00) (1) ist nicht stetig
(t—15)" 1}, ,00)(2) ist stetig fiir m > 1
gilt
s ist genau k — #t; — 1 mal stetig differenzierbar
d\"
= VOL<r<k—#t;—1: (dt) (t—t;)™ # konstant # 0
—= cp=0flrmJk—#t; -1
#t;
= s(t) =pt)+ D> cmlt — ;) "1, 00)(t)
m=1
]
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Satz 22.4 Die B, sind linear unabhdngig und es gilt
SPr(t;),e2 = Sk,(t))ez
Beweis. Sei (a,b) beliebig. Wegen

Pir C Sk
(t—t)" "L 00)(t) € Sy

)iez
tj)jez
gilt

SPr,t;);en C Sk,ty)ez
Da dim P,_; = k und da es fiir jedes ¢; genau #t; Koeffizienten c,, # 0
gibt und da die Funktionen linear unabhéngig sind, gilt

dim SP 1))z |(ap) = K + Z #t

a<t;<b
Betrachte die B-Splines, die in (a,b) ungleich Null sind. Wegen

Tréger(Bjr) C [t tj+k)

gilt
(a,b) N Trager(Bji) # 0
— a<tj<bodert;<a<tjy,<b
gilt
Sk;(tj)jez|(ll,b) = Lin{Bjj : Trager(B,;) N (a,b) # 0}
= Lm({Bjk ra < tj < b}U{BJk 1t <a< tivk < b})
und
dim Sk,(t])jgzka,b) = k+ Z ##t;
a<tj<b
= dim SPk,(tj)jeZka,b)
Wegen

SPytj);enlab) € Skts)ezl(@b)

miissen die Bj linear unabhingig sein.
Da (a,b) beliebig ist, gilt die Behauptung fiir R. m

Bemerkung 22.5 Durch die Vielfachheit der Nullstellen lifit sich die Glatt-
heit des Splines verringern.
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Satz 22.6 Die Darstellung

Z ¢iBix

iz
1st eindeutig.
Beweis. Sei

Z ¢;Bik = Z diB; i,

i€l i€Z
und (a,b) beliebig und

J={j€Z:a<tj<bodert; <a<tj <b}

Da (B 1)ics linear unabhéngig ist, gilt

ZCiBi,k = ZdiBiJf =VieJ: C; = dl

ieJ i€J

Da (a,b) beliebig war, gilt

ZciBi,k = ZdiBi,k =VieZ:c =d;
1€EZL i€Z
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23. Die Berechnung der Ableitung

Satz 23.1 Sei s € Sy (1,),c, wnd Vj : t; < tjyr—1. Dann gilt fir die inter-
vallweise berechnete Ableitung von s

s € Sk_1
Beweis. Wegen t; < tj,—1 gilt
VJ : #tj S k -1

und
se Cttizk=1 c o0

d.h. s ist in allen ¢; stetig und es treten neben Polynomen nur Terme
(t—=15)"1[t;,00)(t) fiir E>m > 1
auf. Damit treten in s’ neben Polynomen nur Terme
(t—1;)" 1}, 00)(t) fiir k—1>m >0

auf, d.h.
§ € Sk—1,(t;) ez
Fiir #t; = k — 1 hat s’ einen Sprung in ¢;. m

Satz 23.2 Seit; < tjir_1 fir alle j. Seis:= ZjeZ ci Bk € Sk ein

Spline. Dann gilt fiir die Ableitung

/
s = E ajkBj k-1
j

tj)jez

mit
kE—1
ajk—1=———(Cjk — ¢j—1,k)
Livk—1 —t;

Beweis. Zwischen den Stiitzstellen ist s, ;,,,) = p ein Polynom. Wegen
95k = gj—16)(w) = (a1 —w)o (Epp—r —u) = (t =) .o (Gyr—2 —u)
= (tjpr—1—u—tj+u) (i1 —u) ... (Gisk—2 —u)

= (tjre—1—1t;)gjk—1(u)
S Pk,g(u)
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und

" du 1 1gjk‘( ) [ d ki
k(P Z T p(u)
i=1
k—1 d k—i
du 95,k 1(u) [/ d
ajk-1(p") = (i )(k—2]) <du) p(u)
1=1
gilt
(¢jk — ¢j—1.6)(P)
i—1 —i
_ zk:( L) (gik — gi—1.k) (w) d k p(a)
i=1
—1 - i—1 i
AT g ()20 tj+k_1—tjkz:1 ()" gika(w) (d\* (u)
- k-1 & & —2)! ) P
titk—1—t;
- T )
m

Satz 23.3 Fiirt; <tjyr—1 gilt

C o (h—1) ( Bjr-1  Bjtik—1 )
! tivh—1 =t itk —tjp

Beweis. Mit c; = d;;, gilt

Bjy = § ¢k Bk

JEZ
Das ergibt
/ _ / _ Cik — Ci—1k
ok = ch,kBj,kfl = Z(k - 1)7t, P Bjr—1
=/ =/ Jjt+ J
5i s S 1.
= (k-1) Z %Bﬂ%l —(k-1) Z %Bj,kq
jEZ j+k_1 - .7 jEZ j+k_1 - .7
_ (ki - 1) Bjo k —(k—1) Bjy+1,k-1
Lio+k—1 — Lo Lio+k—1 = tjo
| |
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24. Auswertung von Splines

Satz 24.1 Seit € [t;,t;41) und

+1
agq ) = a§vq_)1(1 — Wjk—q) + agq)wj,k*q

firi—k+q¢+2<j<iund0<qg<k-—2

Dann gilt
k—
> a;Bj(t) = af* Y
JEL
Beweis. V2 < r < k gilt
Y airBir = > ajr(wjrBje 1)+ (1= wjp1,)Bjyir
jEL jez
= > (aj10(1 = wjy) + aj,w; ) B
JEL
= Z ajr—1Bj 1
JEZ

Im k-ten Schritt erhdlt man

E a;jBjr = E aj1Bj1 =aj;

JEZ =/
Oder
> 4B
jez
= > (aj1(1 —wjk) + awr) By k1
JEL
= > a4 B
JEL
= > (01 —wip 1) + oM wik 1) By
JEZL
= .= d" VB,
jez
| |
Wegen

0 <wjr—q(t) <1

ist die Berechnung numerisch stabil.
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25. Anpassung mit B-Splines

Seien tg,...,t, fest und
n—k
s(t) =Y a;Bik(t)
i=0
Zu xg < ... < T,k selen die Werte yo,...,Yn—k gegeben. Suche nun a;
sodafl

Vi=0,...,n—k: s(z;) =y,

Als lineares Gleichungssystem ist das

Yo s(7o)

Yn—k 5(Tn—t)
Box(zo) -+ Bn_pr(zo) ag
BO,k(‘rn—k) Bn,—k,k(xn—k) Qn—k

Satz 25.1 Das Problem ist eindeutig ldsbar, wenn
Vi=0,....n—k: t; <ux; < Titk

Beweis. a) k=1: Fiir t; < z < ;11 = t;4 gilt
n—k

s(z) = ZaiBm(x)
i=0

n—=k

= Z ail[ti,tiJrl)(x) = a;
=0

Setze deshalb
a;:=y; furi=0,...,n—k

b) k=2, n=2: Wegen n — k = 0 gibt es nur z( und es gilt

0
s(x) = ZaiBi,z(I) = aoBo,2(z)

=0

Setze
ap ‘= Yo
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n=3: Wegen n — k =1 gibt es xp,x; und es gilt

1
s(z) = Z%Bi,z(ﬁ) = apBo,2(x) + a1 By 2(x)

=0
d.h.
yo = s(xo) = apBo,2(xo)+ a1B12(x0)
y1 = s(x1) =aoBo2(x1) + a1 B12(x1)
Yo _ Bo,z(Io) Bl,z(l’o) ao
Y1 Boa(z1) Bia(z) a1
Es gilt
Boa(z) = wo2Bo + (1 —wi2)Bi
T — to
= t —to 1(t0,00) (tl)l[to,tl)(m)
xTr — tl
+ (1 - tz_tll(tl,o@(t?)) Lity 1) (2)
Bias(z) = wiaBi1+ (1 —wa2)Ba
xr — tl
= t2 . t] l(thoo) (t2)1[t1,t2)(x)

T —to
+ (1 - t_tl(tz,oo)(tfi)> Ltz 10 (2)
3 2

Fiir zg € (to,t1) gilt to < 2o < t1 < 21 < t3 und somit

—t
Boa(zg) = 0% o
t1 — 1o
BLQ(:ZJ()) 0

3172(1‘1) > 0

d.h. die Matrix

T —t
o 9
t1 —to
N——
>0
Bo,z(iﬂl) B1,2($1)
N——
>0
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ist umkehrbar und die Losung eindeutig.
Fiir zg € [t1,t2), 21 € (t1,12) gilt tg <t < 39 < 1 < o und somit

Bos(o) = 1- fj:;l
Bia(x) = Z):ttll
Boo(r1) = 1-— Zl :;1
B a(1) at;l :ttll

Wegen

B 72(:13 ) BLQ(ZC )
det( Boa(r1) Bialx) )

- 1 xo—tl xl—tl 1 l‘l—tl xo—tl
B to—t1 ) to — 1t to —t1 ) to — 1t
1 —t —(xg — 1 T —x
_ 1 1 (0 1): 1 0>0
tQ—tl t2_t1

ist die Matrix umkehrbar und die Losung somit eindeutig.
Fir zg € [tl,tg),l‘l S [tg,tg) gilt tg < t1 < xp < to < x1 < t3 und somit

Tg — 11

B =1 >0
0,2(300) ty— 1
To — 11
B =
1,2(350) bty — 11
BO’Q(xl) = 0
xr1 — t2
B = 1-
1,2(371) ts —

Damit ist die Matrix
By 2(z9) Bi,2(wo)
——

>0
O Bl’Q(.Tl)
——
>0
umkehrbar und die Lésung eindeutig.
k=2, n— n+1 Wegent; <x; <tj;o und
{1‘ : Bj_l,g(x) 7& O} C [tj—17tj+1)
{z:Bj2(x) #0} C [tj,tj42)
{z:Bjri2(x) #0} C [tj+1,t43)
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hat B die Form

Boa(xo) Bia(zg) 0
Bosa(x1) Bia(xzi) Baa(zi) 0

0

0 B _k-12(@n—k-1) Bn_k2(Tn_k-1)

0 Bn—k—1,2(mn—k‘) Bn—k,Q(xn—k)
Wegen

Fiir 2; > 410 Bj_12(x;) =0

Fir z; <tj41: Bjyi2(7;) =0

sind nur 2 Elemente in jeder Zeile ungleich Null und bei Berechnung der
Determinante zerfillt die Matrix.

Man erhélt das Produkt von zwei kleineren Determinanten.

Nach Voraussetzung fiir n ist das Problem fiir diese eindeutig l6sbar.

k— k+1, n=k: Es gibt nur z,.

0
Yo = s(xo) = Zai,Bi,k(IO) = ag Bo k(7o)
#£0
Setze deshalb
[ 7’1/0
By k(o)

n— n+1: 1. Fall Sei Bjq x(z;) =0.
Dann sind auch alle Elemente rechts und oberhalb davon gleich Null: Wegen

Trager(Bj11,6) C  [tj+1,tjv1+k)
t]‘ <z; < thrk
gilt
zj € (g, tj41]

und

Tréger(Bjt1,x

~—

C [tjs1titr-1)
Bj+1,k.(:cj_7,) = R da Tj—r < Tj fir r >0

Bjirg(x;) =
2. Fall: Sei B;_1 1(z;) = 0. Dann sind auch alle Elemente links und unter-
halb davon gleich Null:Da

o O

, da Tréager(Bjtr k) C [tj+r, tjtryr) fir 7 >0

—~

Tréiger(Bj_Lk) C [tj—latj—l-i-k)
tj <z; < tj+k
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gilt
Tj € (tj—k+1,tj4k]

und

Bj—l,k’(xj-‘r'r) R da Tjtpr > Tj firr >0

=0
Bj—r,k(l‘j) =0 , da Triigel"(Bj_T,;g) C [tj—Tatj—T-‘rk:)
In beiden Fillen zerfallt die Matrix bei Berechnung der Determinante.
Man erhélt das Produkt von zwei kleineren Determinanten.
Nach Voraussetzung fiir n ist das Problem fiir diese eindeutig losbar.

3. Fall: Sei
Vi=0,....,n—k: tj+1 < Zj <tj+k71

Somit gilt

Vi, < k-2
seCk#t-1 < (!

Zeige: B ist eins zu eins und deshalb umkehrbar. Sei

n—k
VO<i<n—k: Zaij,k(xi) =0
=0
Boik(xo) -+ Bn—kk(zo) ag
: : =0
Boi(tn—1) -+ Bp_kk(@n_p) Gn—k

Da s € C! ist es links- und rechtsstetig in to, ¢, und hat somit dien —k+ 3
Nullstellen

t07tn7xO> sy Tp—k

Zu den n — k + 3 Nullstellen von s gibt es n — k + 2 Nullstellen von s’

z) € (to,m)
z;’ € (wj-1,75)
x;12k+1 S (xn—kvtn)

Wegen tiv1 <xj <tjyp—1 gilt
x(()l) € (to,tg—1) C Tréger(Bog—1)

m§-1) € (tj tjzr—1) C Triger(Bj,_1)

xglllk—‘rl € (th—kt1,tn) C Tragef(ankJrkaﬂ
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Nach Voraussetzung fiir den Fall k£ — 1 16st s’ das Problem eindeutig zu den
Werten

Yo = -+« = Yn—k+1 =0
d.h.
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Teil Il.
Wahrscheinlichkeitstheorie
auf abzahlbaren Raumen

26. Zufallsexperimente
Definition 26.1 a) Sei W # (0 abzihlbar und
p: W —[0,1],w — p(w)

> pw) =1

weWw

mat

Dann heifit (W,p) Zufallsexperiment.
b) Die Mengen (A;)icr in W heiflen schnittleer <—-

Vi,jEIZ AiﬁAj:(Z)

¢) Sind die A; schnittleer, so fihren wir eine neue Schreibweise fir die
abzdihlbare Vereinigung ein

) S
Z An = U An
n=1 n=1

Beispiel 26.2 1.) Die Gleichverteilung auf W = {1,...,n} enispricht
dem Werfen eine Wiirfels. Sie gibt jedem Punkt dieselbe Wahrscheinlichkeit.

1
p:{1,...,n} = [0,1],w— —
n

2.) B(1,q) fir q € [0, 1] entspricht einem Minzwurf mit verbogener Miinze.
Mit Wahrscheinlichkeit q fillt Kopf mit Wahrscheinlichkeit 1-q fallt Zahl.

. q firw=1
p.{O,l}—>[0a1]7w’_’{ 1—q firw=0

3.) B(n,q) fir q € [0,1] sagt beim n-maligen unabhingigen Werfen einer
verbogenen Miinze, mit welcher Hdufigkeit i-mal Kopf fallt.

p: {01, .. n}—[0,1],i— (TiL>qi(1 o
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4.) Die geometrische Verteilung entspricht dem Warten auf einen Erfolg
bei unabhdngigen Minzwirfen: i-1 mal fallt Zahl und beim i-ten Mal Kopf.

p:N—[0,1],i (1-¢q) g

5.) Die Poissonverteilung fir a > 0 beschreibt Warteschlangen
Cab
p:No—[0,1],i— —e
il
6.) Sei W abzihlbar und a € W. Die Einpunktverteilung gibt dem Punkt
a die ganze Wahrscheinlichkeit

a

1 fira=w

5G:W—>[O,1],w>—>{ 0 fira4w

Beweis. Alle obigen Mengen sind abzéhlbar.

Wir wollen schon jetzt Mafte einfiihren, mit denen wir spéter nur noch rech-
nen werden.

Definition 26.3 o) Sei
Pot(W)={A: ACW}
die Menge der Teilmengen von W, z.B.

POt({172}) = {®7 {1}7 {2}7 {172}}
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b) Sei W # 0 abzihlbar.
P: Pot(W) — [0,1], A — P[A]

heifst Wahrscheinlichkeitsmafi <—

1.) P0]=0
2 ) P i§i44n =:§§:])L4n]

Man kann bei Zufallsexperimenten auf abzdhlbarem W gleichwertig mit
Wabhrscheinlichkeitsmafien P oder Einzelwahrscheinlichkeiten p rechnen. Das
ist bei Mafken mit Dichten spéter nicht mehr der Fall.

Satz 26.4 a) Ist (W,p) ein Zufallsexperiment, so ist
P: Pot(W) — [0,1],A— Y p(w)
weA

ein Wahrscheinlichkeitsmays.
b) Sei W abzdhlbar und P : Pot(W) — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Dann existiert genau ein Zufallsexperiment (W, p) sodafy P das zugehdrige
Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Beweis. a) 1.) Da kein w in der leeren Menge ist, gilt
P} =) p(w)=0
weld

2.) Da alle Eintrige unter der Summe positiv sind, ist die Summationsrei-
henfolge egal

P iAn E= ()
n=1 weY 2 | Ap

= 22w
n=1weA,

= ZP[AH]
3.) PIW] =3 ewp(w) =1

b) Wegen
Pl{w}]= ) p(w) = p(w)
we{w}
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muss

p:W = [0,1],w — P[{w}]
gewdhlt werden. Es gilt

p(w) =

> p(w)

weWw

P{w}] € [0,1]

> Pl{w)]

weWw

‘W abzéhlbar
= P

> {w}]

weWw
= PW]=1

Die Gleichverteilung scheint natiirlich. Aber auf N kann es sie nicht geben:

Satz 26.5 Auf einem abzihlbar unendlichen W gibt es keine Gleichvertei-
lung.

Beweis. Fiir alle w € W soll gelten: p(w) = a.
Fiir a > 0 gilt

im Widerspruch zu P[W] = 1.

Fiir a = 0 gilt
PW]= Y pw)=> 0=0
weW weW

im Widerspruch zu PW]=1. m

Beschreibung von Ereignissen

1
Beispiel 26.6 Bei einem Wiirfelwurf erscheint mit Wahrscheinlichkeit 3
eine 5 oder eine 6.

W o= {l,...,6}
V1<i<6: p(i) = é
A = {56}
PlA] = > p(w)=p(5) +p(6)
weA
111
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Satz 26.7 Seien A, B, A, C W fiir n € N mdgliche Ereignisse. Man mdéch-
te nun beschreiben:

1.) A tritt nicht ein: we A¢

2.) Tritt A ein so tritt B ein: AcCB

3.) (mindestens) eines der Ereignisse A, tritt ein: w e |J,—, Ay
4.) genau eines der Ereignisse A, tritt ein: wedy A,
5.) alle Ereignisse A, treten ein: we N, A,
6.) unendlich viele Ereignisse treten ein: Mooy U An
7.) fast alle Ereignisse treten ein: Ur_ 1N, An

Beweis. 1.) Wegen w € W gilt: Aus w ¢ A folgt w € AC.
2.) (Auswe Afolgt we B) «<— ACB
3)

mindestens ein Ereignis tritt ein
es gibt ein A,,, das eintritt
es gibt ein A,,, sodak w € A,
o0
w e U A,

n=1

[

genau ein Ereignis A,, tritt ein

es gibt genau ein A, sodak w € A,

(oo}
w E Z A,
n=1

11

alle Ereignisse treten ein

<= fiir alle n gilt: w € A,
—

o0
w e ﬂ A,
n=1
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unendlich viele Ereignisse treten ein
egal wie grok m ist, gibt es ein n > m sodals A,, eintritt
fiir alle m gilt: es gibt ein n > m mit w € A,,

fiir alle m gilt: w € U A,

n>m

117

= NUa

m=1ln>m

fast alle Ereignisse treten ein
es gibt ein m, sodafs alle A,, mit n > m eintreten
es gibt ein m, sodafs fiir alle n > m gilt w € A,

es gibt ein m, sodafs: w € ﬂ A,

n>m

111

— weG ﬂA,,l

m=1n>m

Rechenregeln fiir Ereignisse

Bemerkung 26.8 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann gilt
a) P[A+ B] = P[A] + P[B]

b) P[A] =1 — P[A]

¢) Aus A C B folgt P[A] < P[B]

d)
P4 <> P4y
=1 j=1
Beweis. a) Mit
A = A
Ay = B
A, = 0firn>3
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gilt

M2
=

= Y Pl4,]

P[A] + P[B] + i P[]

P
0

P[A] + P[B]
b) folgt aus
P[A] + P[A®] = P[A+ A®] = P[W] =1
c)
P[B] P[A+ Bn A%
P[A] + P[B N A%]
P[A]

AV

d)

oo
= P [A1+2Aijf_lm...mAf

=2

= P[A]+) P[A4;nA]  n...NA]]
j=2

oo

ZP[AH

IA
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27. Unabhangigkeit

Definition 27.1 Sei I eine beliebige Indexmenge und A; C W fiiri € 1.
a) Die A; heiflen paarweise unabhdngig unter P <—

b) Die A; heifien unabhdngig unter P <

N4

i€

vJCI,|J|<oo: P

= [ Plad

ieJ

Satz 27.2 Seien (A;)icr unabhingig und J C I.
Dann ist (A;)i;es unabhdngig.

Beweis. Sei K C J endlich. Da (4;);c; unabhingig sind und K C I, gilt

ﬂAi ZHP[Ai]

€K €K

P

und (A;);ecs ist unabhéngig. =

Satz 27.3 (A;)ics sind unabhingig <—
fir alle endlichen schnittleeren Teilmengen J, K C I gilt:

P (AT () Ax| =[] PIAS] T] PlA]

jeJ keK jeJ keK
wobel wir setzen

4, = W

JjED

11714

JjeD

l
—_

Beweis. "<”: Setze J = ().
”=": Induktion nach |J|. Fiir |J| = 0 gilt

) Ax| = 1 Pl4x]

keK keK

P
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n—on-+1:

P ﬂAijﬂAk

jeJ keK

N A9n AkmAjC;]

i€\ {jo} KeK

|
e

b

P[ANB]=P[A]-P[ANBC]

|
|

M 470 A

i€\ Lo} keK

N 45n N Ak]

j€J\{jo} ke KU{jo}
|7\ {jo}|=n
e [T Plag)IT pla
J€\{jo} keK
—PlA;] ] PIAST]T PlAx

j€JI\{jo} keK

1—P[A;j,]=P[Af]]
= PlAS] 1] PIAST T PlAx
J€JI\Jo ke K

—-P

]
Satz 27.4 Die Unabhdangigkeit hingt vom Wahrscheinlichkeitsmafl P ab.

Beweis. Sei W = {1,2} und

Vi<i<2: Pli] = %
QA =1
Q] = 0
Fir A = {1} und B = {1, 2} gilt
PlANB] — P[A]:%yé%é:P[ALP[B]
QIANB] = Q[A]=1=Q[A]-Q[B]

Unter Q sind A, B unabhingig.
Unter P sind A,B abhéngig. m

Bemerkung 27.5 a) Fir die Unabhdngigkeit von Ay, ..., A, reicht es nicht
n

PlA;N...n A4, =[] PIA]

i=1
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zu fordern.

b) Es reicht nicht, paarweise unabhangig zu fordern.

¢) A ist stels unabhdngig, aber A,A nicht notwendig.

Unabhdngigkeit ist also keine FEigenschaft von Mengen von FEreignissen,
denn

{A} ={4,4}
Beweis. a) Fiir
W= {1,2}
A = {1}
Ay = {2}
As = 0
1
p(l) = p(2)=3
gilt
P[A1 N Ay 1 Ag] = P0] = 0 = P[A]P[As] P[As]
aber
PIAY N 3] = P = 0 # | = P[A] P[4;]
b) Fir
W= {1,2,3,4)
A = {1,2}
Ay = {2,3}
A; = {3,1}
. 1
p(i) = 1
gilt
PlANAs)] = P[2)= % _ % — P[Ay]- P[]
PlAINA3] = P[1]=i—%%—P[ 1] - P[As]
PlAsnAs] = P[3] = i _ %% _ P[As] - P[As]
aber 111
PLAY N A 0 Ag] = PO] = 0# o = PLA PlA4o] P[4y
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A A ist unabhingig <= P[AN A] = P[A]P[A]
< P[A] = P[A]?
< P[4]€{0,1}

und das ist nicht fiir jedes Ereignis A erfiillt. m
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28. Der Produktraum

Der Produktraum beschreibt das unabhingige Ausfithren von n Zufallsex-
perimenten.

Satz 28.1 Seien W, abzihlbar und (W1,p1),...,(Wy, pn) Zufallsexperimen-
te. Durch
W=W; x...xW,

und
p: Wi x ... x W, —[0,1],(wy,...,wy,) — Hpi(wi)
i=1

erhalt man ein Zufallsexperiment (W,p) und W ist abzdhlbar.

Beweis. Da Wy, ..., W, abzéhlbar sind, ist W7 x ... x W,, abzédhlbar.
Wegen p(w;) € [0,1] gilt

p(w) =p1(wy) - ... pu(wy) € [0,1]
Da alle p(w) > 0 ist die Reihenfolge der Summierung egal und es folgt

Zp(w) = Z Z p1(wy) ... pn(wy)

weWw w1 €Wy wn, EWy,
= > p(w)-o Y pa(wn)
w1 €EW1 wp €Wy,
=1 =1
= 1

Um die Unabhéngigkeit zu testen, miissen die Zufallsexperimente (W3, p;)
im selben Wahrscheinlichkeitsraum leben.
Dazu transportieren wir (W;, p;) als (W¢, p*) nach (W, p).

Satz 28.2 Seien P; die eindeutigen Mafle zu den p;. Fir
Ai Z:W1 X...XWi,1 XAiXWiJrl X...XWn

gilt
(Ai)c = W1X...XWifleiC{XWiJrlX.nXWn
o S
ZA;C = W1X...XWi_lxz:Akﬂ'XWi+1X...XWn
k=1 k=1
und _
P[A’] = P,[A)]

156



Beweis. Wegen
we (AY° =  w; €A
= w; €AY
= Wlx...xWi,leiCxWiH><...><Wn

und
w e ZA;
k=1
— Jk:we A
<— dk:w; e Ak:,i
— weWx...xW,;_4 XZAM X Wip1 x ... x W,
k=1
und
i De
pla] % 3 pr(wi) ... pu(wy)
(W1, )EWL X0 XA X0 X W,
= Z pr(wy)... Z pi(w;) ... Z Dn(wy)
w1 €Wy wi€EA; wWn €Wy
= ( > p1(w1)> ( > pi(wi)> ( > pn(wn))
w1 €Wy w; EA; wn, €W,
-1 =1
= ) pi(wi) = B[A]
w; €A;
(]

Das Zufallsexperiment (W;,p;) lebt nun in W an der i-ten Stelle. Jetzt
miissen wir nur noch die Unabhéngigkeit zeigen.

Satz 28.3 Seien A; C W, mit 1 <i<n.
Dann sind A', ..., A" C W unabhingig beziglich P.

Beweis. Wegen

n
we (A = wedix... xA,
=1

— Vi<i<n:w; € A;
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gilt

— <Z pl(w1)>...< > pn(wn)>

w1 €A Wy €Ap
= I[Pl =]] Plad
=1 =1

Da das fiir beliebige A? gilt, gilt es auch fiir die Komplemente. Somit sind
Al ..., A" unabhingig. m
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29. X: (W,P)—R

Definition 29.1 Fir X,Y : (W, P) — V setze

(X=0v} = X 'v):={weW: X(w)=uv}
(XA} = X YA :={weW:X(w)c A}
PXeAl = P{weW:X(w)e A}
PX €AY eB] = P{XeAln{Y € B}

Fir X : (W, P) — R setze
(X <2} {weW: X(w) < 2}
Die Abbildung X ~' hat sehr praktische Eigenschaften:
Definition 29.2 Sei X : W — V. Fir
X1 Pot(V) — Pot(W), A X 1(A)

gilt

5) X N (Xier Bi) = i X 1(Bi)

6) X H(Nier Bi) = Nier X~ 1(Bi)

7) Aus By C By folgt X~1(B1) C X~ (By)
Beweis.

1) Wegen X : W — V ist
X(w)eh

fiir kein w € W erfiillt. Somit gilt
X0 ={weW: X(w)ecd}=0
2) Da X : W — V gilt:
VweW: X(w)eV
und somit

Xt V)={fweW: X(w)eV}=W
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we X HBC) 24 X(w) € B®
BBV X(w) ¢ B

w w -1
X( )€B<:<:>>€X (B) wg_iX*l(B)

—1 —1 c_
X (B)+<X:>(B) =W w e (Xfl(B))C

4)
we X! (UBZ) 2L Xw)e| B = 3i: X(w) e B;
el el
2L 3 weXx\(B) = we | JX (B
el
5) wie 4) mit 3! statt 3
6) wie 4) mit V statt 3
7)
Def

we X HB) = X(w)€ B CBy

2 we xU(B,)

]
Satz 29.3 Jede Verarbeitung der Daten X : (W, P) — V erzeugt durch
PIX™()] : Pot(V) — [0,1], A — P[X~}(4)]

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf V.

Beweis.
PX7HA)] = 0
PIXY0)] = P[0]=0
PIXHV)] PW]=1
Plx! (iAZ) =P iX’l(Al) fiP[X’l(Az)]
=1 i=1 i=1
|
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Beispiel 29.4 Sei P die Gleichverteilung auf W = {1,...,6}. Fir

l—a
2+—a
3—a
X : (W,P)—{a,b,c,d}, 4 b
510
6—c
gilt
1
PX=0 = -
3
1
P[X = = =
X=d = &
PX=d = 0

und wir erhalten ein Wahrscheinlichkeitsmaf P[X ~1(-)] auf {a,b,c,d}.

Satz 29.5 Aus P[X~!(-)] = P[Y~'(-)] kann man nicht auf X =Y schlie-
Ben.

Beweis. Sei W = {a,b} und P[a] = P[b] = 3. Fiir

X:{aby - {1139 071

(i
y:{a,b}e{—l,l}’{ZHfl

gilt X = —Y und somit X # Y. Wegen

gilt PIXT1()] =PY~1()] =

Definition 29.6 Seieni € I. X; : (W, P) — V; heiflen unabhdngig <~
Eine der gleichwertigen Bedingungen ist erfillt:
1.) VA; C V; sind ({X; € A;})ier unabhdngig

icJ
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3.) Vz; € V; sind ({X; = z;})ic1 unabhdngig
4.) VJ C I endlichVz; € V;: P[N,c,{Xi = z}| = [Lics PIXi = 2]

Da W abzdhlbar ist, kann man die Unabhéngigkeit mit den Einzelwahr-
scheinlichkeiten P[X; = z;] iiberpriifen. Das geht bei Mafen mit Dichten
nicht mehr.
Beweis. 1.) < 2.): Definition.

3.) <= 4.): Definition.

2.) = 4.): Wiahle 4, = {z;}.
4.) = 2.): Wegen

{X,‘ S Al} = Z {Xl = Zi}
2, €A;

gilt fiir J C I endlich

m{XZ S AZ}

icJ
- #|N T xi-a]
i€J z; €A,

...y

z1€A; 2n€An

RS | L

z1€A; Z2n€An 1€

I[Ir| > xi= zi}]

(ixi= Zi}]

i€

N
N

ieJ 2z, €A;
i€J

Das setzt voraus, dass der Raum W so etwas zulidft. Mit dem Produktraum
haben wir einen solchen Raum fiir endliche viele (W;, P;) konstruiert, sodaf
sich unabhéngige X : (W, P) — R beschreiben lassen.

Unabhéngige Daten bleiben bei der Verarbeitung unabhangig:

Satz 29.7 Seien X; : (W, P) — V; unabhdngig und f; : V; — U; beliebig.
Dann sind f; o X; unabhdngiyg.

(W, P) JioXs U;
Xi ™\ /' fi
Vi
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Beweis. Seien u; € U; und J C I endlich. Wegen

P

({fioX:= Ui}] = Pl({Xie f_l(ui)}]
icJ icJ

X, unabhingig H P{X; e fH(u)}]

i€J

Hp[inXi:Ui]

icJ

sind (f; o X;)i;er unabhéngig. m

Satz 29.8 Seien X; : (W,P) — V; unabhdngig und I = @,y Ix mit
|| < 0o. Dann sind

(Xi;l’""XiIk):W_}‘/’.L‘l X ... X Vlk
unabhdingig.

Beweis. Fiir K; C K endlich gilt

P m (Xi1>""Xi1k=):vk1
keK,
_ P ﬂ m Xij = Vk,i;
k€K jel
(X;);unabhéngig H H P [Xz = Uk z]
k€K jel J J
N | DA S .
keKy
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30. Faltung

Satz 30.1 Sind X,Y : (W, P) — Ny unabhdngig, so gilt

n

PIX+Y =n]=> P[X =kIP[Y =n—k

k=0
Beweis.
PIX +Y =n] = PI>AX =k}In{Y =n—k}
k=0
= Y PIX=kY =n-k
k=0
unabhingig Z P[X = K]P[Y =n — K]

k=0

|

Satz 30.2 Seien X,Y wunabhingig und P[X~1(:)] = Poi(c), P[Y71())] =
Poi(d). Dann gilt
P[(X +Y)!(-)] = Poi(c +d)

Beweis. Fiir n € Ny gilt
PIX+Y =n] = Y PX =kY =n—k
k=0

unabhéngig

zn:p[x = k|P[Y =n — ]

n_ok dn—k

= Zc—ie
= k! (n —k)!
e~ (D TN\ g
- n! Z </<J>C d

k=0
e_ ((‘_"d)

= Poi(c+d)(n)

—ce—d

B(n,p) entspricht der Anzahl des Auftretens von Kopf bei n-maligem un-
abhingigen Werfen einer Miinze.
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Satz 30.3 a) Seien X,Y unabhingig mit P[X~1(:)] = B(n,p) und P[Y ~1(})] =
B(1,p). Dann ist
P[(X+Y)7'()] = B(n+1,p)

n
b) Sind X1, ..., X, unabhingig und P[X;(-)] = B(1,p), so ist

¢) Seien X, Y unabhingig mit P[ X ~1(-)] = B(n,p) und P[Y ~1(-)] = B(m,p).
Dann gilt

P = B(n,p)

P[(X+Y)"'(-)] = B(n+m,p)
Beweis. a) Fiir 1 < k <n gilt

PIX +Y = k]
= PIX=k—1,Y =1+ P[X =k, Y = (]

unabgﬁngig P[X =k — ” . P[Y — ” + P[X — k’} X P[Y — 0}
n k—1/1 _  \n—k+1 N\ ki o \n—k(q _
(k_]>p (1-p) p#—(k>p(1 p)" (1 —p)
+1 _
_ <7”L . >pk(1 7p)n+1 k
= B(n+1,p)(k)
und fir k=0,n+1

PX+Y =n+1] - P[X =n,Y =1]

unabhéngig
n 7 n—m
1—
<n>p ( D) p

1
_ (n + )pn-‘,—l(l _ p)n+1—(7L+1)

n+1
B(n+1,p)(n+1)

und

P[X +Y = 0] = P

unabhéngig

(5)ra-mra-n
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b) n=2: Wegen a) gilt
P[(X1 + X2)"'()] = B(2,p)

n — n + 1: Nach Voraussetzung gilt P[(>"1_, X;)~'(:)] = B(n,p).
Da Y | X; unabhéingig ist von X,, 11, ist

n+1 -1
P (Z XZ-> ()| =B(n+1,p)
i=1
c) Wegen
n -1
PIX7'()] =P [(Z&) (')]
=1
m—+n -1
PY7I()] =P ( > X) ()
1=n+1
X,Y sind unabhéingig
n m-+n
in, Z X; sind unabhingig
=1 i=n+1
gilt
PIX +Y = k]
k
unabl;ang1g Z P[X _ j]P[Y —k_ j]
=0
k n m+n
NP Xi=j| P ZXi:k:—j]
7=0 i=1 i=n+1
unabhangig
£ PIS X+ X, =k
i=1 i=n+1
2 Bltmp)k)
|
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31. Ein Grenzwertsatz

Fiir kleine p und grofe n 14t sich explizit angeben, wie genau man B(n, p)
durch Poi(c) ndhern kann. Man wahlt dabei ¢ so, daf die Erwartungswerte
iibereinstimmen: .
c=D b
i=1

Satz 31.1 Seien X1,...,X,, : (W,P) — R unabhingig mit P[X;'(:)] =

B(1,p;). Dann gilt
— Poi <Zpi> k]| <2 p?
i=1 i=1

o0
>_|P

k=0
Beweis. Wir konstruieren einen Wahrscheinlichkeitsraum, sodaf sich B(1, p;)
und Poi (Y7, p;) moglichst wenig unterscheiden. Sei

W; ={-1,0,1,2,...}

=1

mit P; gem&f

B(1,p;) Poi(p;) P
k=-1 0 0 exp(—pi) — 1 + p;
k=0 1—p; exp(—p;) 1—p;
k=1 p; pli exp(—p;) i exp(—p;)
k . — .k M.
>2 0 abiexp(=pi)  pi exp(=pi)
Wegen
1= Py
exp(— Z X
k=0
gilt
D Pik) = (exp(=pi) = 14pi) + (1= pi) + exp(— Zk—
k=—1 b—1
= exp(— Z = =1
und
exp(z) > 14z
exp(—z)—1—(-z) > 0
Pi[-1] = exp(—p;))—1+p; >0



Damit ist (W;, P;) ein Zufallsexperiment. Wir betrachten den Produktraum
(W, P) mit

W = W;px X W,
Pllws,....wn)] = [Pl
i=1

Seien
Li—1yn(wy)

Yitw) = 3 k-Li(w)
k=0

Nach der Konstruktion des Produktraumes sind X3, ..., X,, unabhéngig.
Wegen

Pi0]=1~-p;

P[X; = 0]
1] = P{-1}UN=p;

P[X;

gilt PIX; ()] = B(1,p;). Sei X = 31, X;.
Nach der Konstruktion des Produktraumes sind Y7, ..., Y, unabhingig.
Wegen

PlY;=0] = PB[{-1,0}] = (exp(—p;) =1+ pi) + (1 —pi)
= exp(—p;)
VkeN: PlY;=k] = Pi[k]zwpf
gilt
PlY7'()] = Poi(pi)
Y = Y
Ply='()] = Poi Zpi]
Wegen
Xi(-1) = #0=Y;(-1)
X;(0) = 0=Y;(0)
X(1) = 1=Y()
Vk>2: Xi(k) = 1#k=Yi(k)



und

exp(z)>1+x
l—exp(-pi) < pi
gilt
P[X; =Y = Plw; € {0,1}]
= P;(0) + P;(1)
= 1 — p; + exp(—p;i)pi
P[X; #Yi] = 1 — (1 = pi + exp(—pi)pi)
= pi(1 — exp(—p;))
exp(—z)>1—z 5
< b
Wegen
(Z X (w) # me) = (30 Xi(w) # Yi(w))
i=1 i=1
gilt

{(X#Y} C U{Xi?éyi}

PX£Y] < Y P £Y]

IN
iM-
S
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Insgesamt erhdlt man

> |P[X = k] - Poi <Zpi> k]
k=0 1=1

= ) |P[X =k - P[Y = k]|
k=0

= i|P[X:k,Y:k}+P[X:k,Y7ék]
k=0
—PY =k, X =k| - P[Y =k, X # k||

S S PX kY £K Y PIXAkY =K
k=0

k=0
= 2P[X #Y]

< Qip?
=1

Bemerkung 31.2 Das ist nur hilfreich, wenn

n
. 2
Jim ) vt =0

Deshalb heifit die Poissonverteilung auch Verteilung der seltenen Er-

eignisse.

Geniigend viele seltene unabhéingige B(1, p,,)-verteilte Ereignisse ergeben in

Summe die Poissonverteilung.

Satz 31.3 Fir
lim np, =c>0

gilt
> " [B(n,pn)[k] — Poi(c)[k]| < 2np} + |exp(npy) — exp(c)|
k=0
Tim 3 |B(wpa)H - Poi(O] = 0

k=0
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Beweis. Wegen lim,,_,, np, = c gilt

1
lim p, = (lim ) lim np, =0-¢=0
n— oo n—oo N / n—oo
lim npfl = ( lim npn) lim p, =¢c-0=0
n—oo n—oo n—oo

k

Da z +— 2" monoton ist, gilt

3 ) ; _ - (npn) Ck
kZ:O|Poz(npn)[k]—P0fL(c)[k]\ _ Zi< kl _k!)

Das ergibt

> 1B(n,pa) k] = Poi(c)[k]
k=0

< Y |B(n,pa) k] = Poi(np,)[k]| + Y _ | Poi(npy)[k] — Poi(c)[K]|
k=0 k=0
< 2 Zpi + |exp(npy,) — exp(c)|

i=1

2np2 + |exp(np,) — exp(c)|

Da exp stetig ist, gilt

0 < Jim Y B(npa)lk] - Poio)k]
k=0

< lim 2np? + lim |exp(np,) — exp(c)|
n—oo n—oo

= 0
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32. Erwartungswerte

Wenn man den Elementen aus W keine Zahl zuordnen kann, kann man nicht
viel damit berechnen, z.B. bei

W = {rot, schwarz, blau, griin}

Hat man aber durch X : (W, P) — R jedem Element eine Zahl zugeordnet,
kann man Mittelwerte und Abweichungen vom Mittelwert berechnen.
Denn durch P[X ~!(-)] weif man, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zahlen
in R auftreten.

Definition 32.1 Sei X : (W, P) — R mit

> X (w)|Plw] < oo
wew
Dann heiffit
E[X]= Y X(w)P[u]

weWw

der Erwartungswert von X unter P.

Bemerkung 32.2 Da man Teilmengen ohne Anordnung betrachtet, muss
der Wert von E[X] unabhdngig von der Reihenfolge der Summierung sein.
Das ist gegeben, wenn die Betrdge summierbar sind. Deshalb fordert man
E[|X|] < oo. Wenn man nur P[X ()] kennt, kann man trotzdem den
Erwartungswert berechnen:

Satz 32.3 Es gilt

EIX]] = Y [#P[X @) =) |#[PX "} (a)]
zeX (W) TzeR

EX] = > aPX '(2)]=)_ aP[X '(x)]
zEX (W) z€ER
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Bewels.

E[X])

> X (w)|Pluw)

weWw

= > Y |[Xw)|P

zeX (W) w: X (w)=z

=|z|

- Yl Y Pl

zeX (W) w: X (w)=z

= > P > {w}]

zeX (W) w: X (w)=z

= Y [2|P[X =2]

zeX (W)

= > lelPlXT (@)

zeX (W)

und

EX] = Y X(w)Pu]

weW

- Y Y XwPw

zeX(W) w:X(w)=z _

= sz Plw]

zeX(W) w:X(w)=zx

= ZxP

> {w}]

zeX (W) w: X (w)=z

= Z zP[X = z]
zeX (W)

= ) zPX '(2)]
zeX (W)

Fir x ¢ X (W) gilt

X Yz) = 0

P X Yz)] = P#]=0

d.h.



und somit

daPX @)= Y aPX'(2)]

rzeR zeX (W)
|

Bemerkung 32.4 Der Erwartungswert hingt nur von P[X1(-)] ab und
ist insbesondere unabhdingig vom Startraum. Oft ist nur ein Maff Q auf
R gegeben, sodaff man einen passenden Raum (W, P) und ein passendes
X : (W, P) - R mit PIX~1(-)] = Q[] wihlen kann, wie beim Beweis des
Grenzwertsatzes im Kapitel 6.

Beweis. Bei

E[X]=> azP[X ' (2)]
geht W nicht ein. m

Satz 32.5 Seien X : (W,P) = V und f: V — R gegeben und E[|f o X|] <
00
w2 R

XN i
v

Dann gilt

E[foX] = > f(X(w))Pw]

weWw

= > tP[foX ={]
teR

= Y f@)PIX =a]
zeV

Beweis. Dass die erste und zweite Zeile gleich sind, haben wir schon gezeigt.

DX @)IP = Y Y |[f(X(w)] Plu]

weW zeX (W) w: X (w)=x —If ()]
= Y @ Y Pl
zeX (W) w:X (w)=x
= > If@PX =4
zeX (W)
= D If@)IP[X =4]
zeV
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und

Yo SX@)P] = Y Y f(X(w) Plu]

weWw xGX(W)w:X(w):m?fZJT/
= Y f@ Y Pl
zeX (W) w:X (w)=x
= Y f@PX =4
zeX (W)
= Y f@PX =]
zeV

]
Satz 32.6 Der Erwartungswert muss nicht existieren.

Bewels. Fir o
X :N-Ryi— (—1)42°

sei 1
P‘ - -
il =5
Es gilt
P[N] = ZP@]:ZE
=1 i=1
1
= T—1=2-1=1
-3
Wegen
E[X[]=)_|(-1) ZZ‘E:ZZZOO
i=1 i=1

existiert der Erwartungswert von X nicht. m

Satz 32.7 a) Fir beschrankte X : (W, P) — R ezistiert der Erwartungs-
wert.

b) Seien X,Y : (W,P) — R mit 0 < |X| < |Y|. Existiert der Erwartungs-
wert von Y so auch der von X.

¢) Gilt E[|X|P] < oo fiir ein p > 1, dann gilt auch E[|X|] < oo

d) B[X?] <00 <= E[(X +a)?] < o0

e) Die X : (W, P) — R mit E[|X]|] < oo sind ein Vektorraum.
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Beweis. a) Sei |X| durch M beschriankt. Dann gilt

b)

c) Mit

gilt

und somit

E[|X]]

E[X]]

IN

E[|X]]

> [ X(w)| Plu]

weW <M

MY Pluw]

weWw
—_————
=1

M < oo

Y [ X(w)| Pl

weW

> 1Y (w)|Plu]
weWw

E[lY]] <00

fir X(w) <1

fiir | X (w)] > 1

[X] < |X[P+1

weWw

IN

weWw

Y X (w)|Pl]
Y [ X(w)PPlw]+ ) Pl

weWw

E[XP]+1< o

d) ’=": Mit ¢) gilt E[|X]|] < oo. Mit

(X +a)?

und b) gilt

X2

IA

X%+ 24X 4 a®
X2+ 2|a|| X| + a®

E[(X +a)® < o0
" Mit ¢) gilt E[|X + af] < oo. Mit

(X +a)? —2aX —a?

(X +a)? —2a(X + a) + d?

A

(X +a)? + 2|a]| X + a| + a?
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und b) gilt
E[X?] < 00

e) Seien X,Y : (W, P) — R mit F[|X]|], E[|Y]] < co und a € R. Dann gilt

E[|X +aY]] = Z | X (w) + aY (w)| Plw]

D 1X(w)[Pw] +|a] Y |V (w)|Plw]
weWw weW

E[IX]] + |a|E[]Y]] < o0

IN

Satz 32.8 Seia € R und seien X,Y,Z : (W,P) — R mit E[|X|], E[|]Y]],
E[|Z]] < o0.
a) Fir die konstante Funktion

X:(W,P)=Rww—c

gilt E[X] = ¢

b) ElaX +Y] =aE[X]+ E[Y]
¢) Aus Z > 0 folgt E[Z] > 0

d) Aus X >Y folgt E[X] > E[Y]

Beweis. a) Wegen |X| < |c| gilt mit a) : E[|X]|] < co und
E[X] = Z X(w)Plw]=c¢ Z Plw]=c¢
weW weWw

——
=1

b) E[laX + Y] < co haben wir schon gezeigt. Damit gilt

ElaX +Y] = Z (aX(w) + Y (w))Plw]
weW
= a Z X (w)Plw] + Z Y (w)Plw]
weW weW
= aBE[X]+ E[Y]
c)
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d)

[

Satz 32.9
a)
b)
c)
d)

Beweis. a)

E[X] =

)

S

b)
>

E[X -Y +Y]

E[X — Y]+ E[Y]

>0

E[Y]

Gleichverteilung auf {1,...,n} :
B(n,p) :

Poi(c

) :

Geometrische Verteilung :

E[X] = n—2¢—1
E[X] =np
EX]=c
E[X] :1

p

AR
(n—1)!
(n—1-(i—1))
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d) Sei p > 0. Wegen 3% ¢" = 1L fiir y € (0,1) darf man Y- und L
vertauschen und es gilt

EX] = Y aP[X=z]= Zi(l —p)ilp
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33. Varianz

Wir suchen eine gut handhabbare Groke, die aussagt, wie stark X : (W, P) —
R von E[X] abweicht.

Definition 33.1 Sei X : (W, P) — R mit E[|X]] < oco.
a) Die Varianz von X ist definiert als

Var[X]:= E[ (X — E[X])?]

b) Die Standardabweichung von X ist

Man hitte auch
B[ (X — EX)® ]

betrachten kénnen, aber durch das Quadrat erhilt man ein Skalarprodukt,
mit dem man gut rechnen kann.

Satz 33.2 1.) Es gilt
Var[X] < co <= E[X?] < o
2.) Aus Var[X] < oo folgt
Var[X] = E[X?) — E[X]?

3.) Fiir a,b € R gilt
VarlaX +b] = a*Var[X)]

4.) Seien XY : (W, P) — R mit VarX < oo, VarY < co. Dann gilt
Var[X +Y] < oo
Beweis. 1.) Wir haben schon gezeigt
E[X?] < <= E[(X +a)?’ <00
2.) Wegen Var[X] < oo ist E[X?] < co und es gilt

Var[X] = E[(X — EX)?]
= FE[X?-2XE[X]+ E[X]]
= E[X?-2E[X]*+E[X]?
= E[X? - E[X]
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3.) Mit

Var[X] < oo <= E[X?| <o
—  FE[(aX)?] < o0
<~ El(aX +b)? <0
— VarfaX +b] < o0
gilt
VarfaX +b] = E[(aX +b)?] — ElaX +b)?

4.) Wegen Var[X],Var[Y] < oo gilt

Wegen

gilt

und somit

= @*E[X? +2abE[X] + b* — (aE[X] +b)?
a’E[X?] - *E[X]? = a*Var[X]

E[X?],E[Y?] < x

2X2 +2Y% — (X +Y)?
= 2X2492Y?2_-X?2_2XY —-Y?
= X?-2XY +Y?

= (X-Y)P>0
(X+Y)2 < 2(X?4Y?
E[(X +Y)? < 2E[X?|+2E[Y?] < o0

Var[lX +Y] < o

Beispiel 33.3 (Varianzen typischer Verteilungen)

S

)

S
~—

=
=

Gleichverteilung auf {1,...,n}: Var

B(n,p)
Poi(c)

Geometrische Verteilung:
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Var[X] =np(1 - p)
Var[X]=c¢

1—
VarlX] = p2p



Beweis. a)

n

EIX? = F(@)P[X = a] = i2l:n(n+1)(2n+l)l
a%ﬂ% ; n 6 n
2 2 (n+1)(2n+1) n+1\2
Var[X] = E[X?] - E[X]? = : _( ! )
_ (n+1)2(2n+1)1; 3(n+1)
. n?—1
D)
b)
EX(X-1)] = z@;f(x)P[sz]Z;i(i—l)i!(fii)!pi(l—p)"i
- n! i .
= Loyt Y
N N (n—2)!
= nin=1p ;(i—?)!(n—Z—(i—Q))!
pi_z(l o p>n—2—(i—2)
2 -9\ .
= n(n-1) 2 . (1 — )n727(172)
p z:o( . )p p
= n(n—1)p? )
Var[X] = E[X(X -1)]+ E[X] - E[X)?
— n2p2—np2+npf(np)2
= nap-p?)
= np(l-p)
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E[X?]
Var[X]
d) Wegen
gilt
und
n

= 02+c

S|
>
b
|
I
X
)
|
>
I
B,

Var[X] = E[X(X-1)]+ E[X]- E[X]?
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Satz 33.4 Fir X : (W,P) — R gilt:
a) Var[X] > 0.
b) Var(X] =0 < P X =E[X]]=1

Beweis. a)

Var[X] = %(z — >EO[X]) P[X=2]>0
b) 7" )
Var[X] = (E[X] - E[X])’ P[X = B[X]]

s€R\{E[X]}
=0
"=" Da P[X € R] =1, gilt
deeR: PIX=¢>0
Aus Var[X] = 0 folgt
Vr eR: (v — E[X])?P[X =2] =0

Nur fiir # = E[X] wird der linke Faktor Null.
Somit gilt nur fiir x = E[X]

(]
Satz 33.5 Fir Var[X],Var[Y] < oo gilt
Var[X + Y] =VarX + VarY + 2(E[XY]| — E[X]|E[Y])
Beweis. Schon gezeigt: Var[X + Y] < co. Wegen
2 2
xy| < Y
2
gilt E[|XY|] < oo und
VarlX +Y] = E[(X+Y)Y] - E[X +Y]?
= E[X?+2E[XY]+ E[Y?]
—E[X])? - 2E[X|E[Y] — E[Y]?
= VarX +VarY +2(E[XY] - E[X]- E[Y])
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Satz 33.6 Im Allgemeinen gilt
VarlX + Y] # Var[X] + Var(Y)
Beweis. Sei VarX # 0.

VarlX + X] = Var[2X]
= 4Var[X]
# Var[X]+ Var[X]

[
Satz 33.7 Sei X : (W, P) — R mit E[X?] < co. Dann gilt
VaeR: Var[X] < E[ (X —a)? ]

und
Var[X] = E[ (X —a)? | <= a = E[X]

d.h. der Erwartungswert E[X] minimiert E[(X — a)?].

Beweis. Mit
E[(X —a)?] = E[X?] —2aE[X]+ d*
= Var[X]+ E[X]? - 2aE[X] + a®
Var[X] + (E[X] — a)?
>0
> Var[X]
gilt
(E[X] - a)* = Var[X] <= a= E[X]
|
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34. Kovarianz

Definition 34.1 Seien X,Y : (W, P) — R mit E[|X|], E[|Y]], E[|XY]] <
0.
Die Kovarianz von X und Y ist definiert als

Koo(X,Y) = E[ (X — EIX))(Y — E[Y]) ]
Beweis. Wegen
(X — E[X])(Y — E[Y])
= XY - XE[Y] - YE[X] - E[X]E[Y]
und wegen E[|X|], E[|Y]], E[|XY]] < oo gilt
E[|(X - EIX))(Y - E[Y])| ] < o0
|

Satz 34.2 1.) Kov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

2.) Kov(X,X) =Var(X)

3.) Kov(X,Y) = Kov(Y, X)

4.)Va,b,c,d € R: Kov(aX +b,cY +d) = acKov(X,Y)

Beweis. 1.)

Kov(X,Y) = E[XY - XE[Y]|-YE[X]|— E[X]|E[Y]]
— E[XY]- E[X]E[Y]
2.)
Kov(X,X) = E[X - X] - E[X]E[X] = Var(X)
Kov(X,Y) = E[XY]- E[X|E[Y]
— E[YX]- E[Y]E[X]
= Kov(Y,X)
4.)
Kov(aX 4+ b,¢Y 4+ d)
= E[(aX+b—E(@X+Db))(cY +d— E(cY +d)) |
= acE[ (X — EX)(Y — EY)]
= acKov(X,Y)
[
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Satz 34.3 Seien E[X?], E[Y?] < co. Dann gilt
EXY]| < VERIVEYY < o
|[Kov(X,Y)] < VVarXvVVarY
Ezistieren Var(X), Var(Y), so ezistiert auch Kov(X,Y).

Beweis. a) Seien E[X?], E[Y?] > 0.
Wegen E[X?], E[Y?] < oo gilt

E[XY]] < %E[X2]+%E[Y2]<oo
Wegen
0 < E (tXiiY)Q
= *B[X?] +£2E[XY]+ %E[YQ]
[EIXY]| < tZE[X2]+tl2E[Y2]
2
gilt fiir 2 = g[[fp]]
IEIXY]| < ;1/5[[));?]E[X2]+; /?[;(j]}E[Yz}

= VEXZVE[Y?]
Sei E[X?] = 0. Dann gilt
E[X?]|=0 <= VzeR: 2?P[X = 2]
— Ve eR: |z|P[X = 2]
= Vrz,yeR: |zy|P[X =2,V =y] =
< E[XY]]=0

Analog fiir E[Y?] = 0.
b)

=0
=0

|Kou(X,Y)[2 E[| (X -EX)(Y - EY) |
< E[(X - EX)Y] E|[(Y — BEY)?|
]

= Var[X|VarlY

Zieht man die Wurzel, folgt die Behauptung. m
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Satz 34.4 Seien X1,...,X, : (W,P) — R mit E[X?] < <.
a)

Var ZXZ] :ZVar[Xi]—F Z Kov(X;, X;)
i=1 i=1 i,j=1,i#j

b) Seien X1,...,X, mit
Vi,j: Kov(X;,X;)=0

Dann gilt
Var

> XZ-] = Z Var[X;]

i=1

Beweis. Wegen

BIX[1X) </ E[X?] -/ BIX] < o0

ist die Kovarianz definiert.

a)
n n n 2
Var ZXZ] = I ( Xi—FE ZX21> ]
- E (XL—E[XI'])> ( (Xj—E[Xa]))]
- E[(X; — E[Xi)) - (B[X; — E[X;])]
i,j=1
= iVar[Xz] + i KOU(Xian)
i=1 i,j=1,i#j
b)
Var Xi| = Var[X;] + Kov(Xi, X;)
= ZV@T[XZ-]
(]
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35. Korrelationskoeffizienten

Satz 35.1
(X,Y) = 3 X(w)Y (w)Plu]
weWw

ist ein Skalarprodukt.
Beweis.

(X, X) > X (w)X (w)Pw] >0

weW
(a1 X1+ a2 X0,Y) = Z (a1 X1 (w) 4+ a2 X2 (w))Y (w) Plw]
weW

= @ Z X1 (w)Y (w) Plw)

weWw

+az Y Xo(w)Y (w)Plw]
weW
= ay <X1,Y>+a2 <X2,Y>
(Xv) = ) XY(w)P =(Y,X)
weW
(X,X)=0 <<= YwecW: X*(w)P[w]=0
< X(w) =0 P-fast sicher

Satz 35.2 Es gilt

Kov*(X,Y) = Var[X]Var[Y]
Kov(X,Y)
Var(X)

— Y- E[Y]=(X - E[X])

Beweis. Sei Var[X] > 0 und

A = X-E[X]
B = Y- E[Y]
. A,B)

C = 7<A’A>
B (4,B)
b= B-Aga
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Es gilt

Wegen

(B, B)

(4,B)

gilt

Sei Var(X) =0, d.h.

Va

(4,B)
(A, A)
cA+D

<AB A

(4, B)
(4,4)

A——=

(- alhD
>

<A A)

)

A
A)

(4,B) -

0

(cA+ D,cA+ D)
(A A) +2c¢(A, D) +
——
=0

(A, cA + D)?

(C (4,4) + (4, D))
~——

=0
2 (A, A

(D, D)

(Kov(X,
A4,B) =
(A4 =

Y))?
{4,
(4,

=Var(X
4) (B,

War(Y)
B)

A) (* (A, A) + (D, D))

(D, D)
D=0

=0

(4,B)
(4,4)

Y - E[Y] =

eR: (z— E[X])P[X
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Dann gilt

Kov(X,Y) = PE[(X - E[X])(Y - E[Y])]
= Y (z—-EX])(y—- EY)PX =2,Y =y
z,y€ER
< Y (a— BIX)PIX =]
xeX
=0
]
Wegen
|[Kov(X,Y)]
VVar[X]\/VarlY] ~
und

|Kov(X,Y)|
VVar[X]\/Var[Y]

=1 < X — FE[X]und Y — E[Y] sind linear abhingig

kann man die lineare Abhéngigkeit versuchen zu beschreiben durch

T::Me[,l 1]

vVVarXvVarY

Die Kovarianz sagt aber nur etwas iiber den affin-linearen Zusammenhang
zwischen X und Y aus. Trotz quadratischen Zusammenhanges kann die Ko-
varianz Null werden:

Beispiel 35.3 Sei X : (W, P) — R mit
PIX=-2]=P[X=-1]=PX=1=PX=2]=-

und Y := X?2. Dann gilt
Kov(X,Y)=0
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Bewels.

1
7(F2-1+1+2)=0

1 10 5
E[XQ]:1(4+1+1+4):Z:§>0

5
E[XQ]:§>O
1
7(16+14+1+16)>0

4 2
E[YQ}—E[Y]QZ?)Z—Z5>O

%(—8—14—1—5—8):0
E[XY] - E[X]E[Y] =0
0
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36. Unabhdngige X : (W, P) — R

Satz 36.1 Seien X1,...,X, : (W, P) — R unabhingig mit F[|X;|] < oo.
Dann gilt

i=1
offix] - flem

Beweis. Fiir

ﬁXi:R"HR,(Il,...,JJn)HHzi

=1 i=1

gilt

E

fiv|

= Z |z1 -2 |P[(X1, .., X)) = (21, ..., 20))]

zER™

r1€R Tn€R

unabhéngig >y ﬁ|xi|P[Xi = ;]

z1€ER r,€ER1=1

R DT

i=1x1€R

= HEHXiI] < oo
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und

E

i
i=1

= S areanP(Xy, L, Xn) = (21, 2)]

xER™
_ﬂ{Xz‘ = fi}]

= Zlean
x1€R z, €R
. - n
unabganglg Z . Z H l‘zP[XL = l‘L]
x1 €R z, ERI=1
n

= H Z l'lP[Xl = J?l]

i=12;€R

Satz 36.2 Seien X; : (W, P) — R fir i € I unabhingig mit E[|X;|] < co.
Dann gilt
KOU(Xi,Xj) =0

Beweis.

n
Satz 36.3 Aus Kov(X,Y) = 0 folgt nicht, dass X und Y unabhdingig sind.

Beweis. Sei X gleichverteilt auf W = {—1,0,1}. Wegen

1 1 1
EX] = ~1-240-241-2=0

[X] g0 3ty
1 1 1 2
EIX]] = |=1] - =4[0]->+4[1]-= =2
X = =1 2410 5+l =2

EIX-1X] = |—1/(1)24p0-0- 201220
- 3 3 3

gilt
Kou(|X], X) = E[X|X]] - EIX]E[|X]] =0

Da das Ereignis
{X =1,|X[= 0}
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unmoglich ist, gilt
1
PX=1|X]=0=0# g =P[X]=0]  P[X =1]

und X und |X]| sind nicht unabhingig m
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37. Das schwache Gesetz der groBen Zahlen

Satz 37.1 Sei f : [0,00) — [0,00) monoton wachsend und X : (W, P) — R
mit

E[f(1X])] < o0
Dann gilt fir alle a > 0 mit f(a) > 0:
PIX| 2 o < ZEED
Beweis.
PlIX| = d
= > PX=ua
z€R,|z|>a
f(lz]) f(lz])
< Z P[X =z] + Z P[X = 2]
z€R,|z|>a i(fbl, 2€R,|z|<a f(a’)
>1, da f(|z|)>f(a) >0
1
= m%ﬂlxl)ﬂx = 1]
_ Elr(xD]
f(a)
]

Satz 37.2 Sei X : (W, P) — R mit E[X?] < co. Dann gilt

VarX

Va>0: P[|X - EX|>a] < ——
a

Bewelis. Da
f:10,00) = [0,00),y — ¢

monoton steigend ist, gilt

B([YP]

Py 2 d < 25

und somit

E[|X - EX|?] VarX
2 - 2

PIX - E(X)[ = a] <

a a

Satz 37.3 Die Ungleichung kann im Allgemeinen nicht verbessert werden.
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Beweis. Sei a > 1 und X : (W, P) — {—a,0,a} mit

1
1
Dann gilt
1 1 1
PN = g0 (1-5) + (olga =
E[X? = a*=— +0*: - L +(—a)2i:1
2a? 2a? 2a?
Var[X] = E[X)-E[X]?=1
und
P|X ~EX|>a] = P[X|>a]
= P[X =—-a]+ P[X =d]
Var[X]
|

Oft gibt es viel bessere Abschéitzungen. Diese ist gut genug fiir das schwache
Gesetz der grofsen Zahlen.

Satz 37.4 (Das schwache Gesetz der grofien Zahlen)
Seien X; : (W, P) — R sodaf8 fir alle i,j

VarlX;] =
I(O’U()(Z‘7 Xj) =

Dann gilt fiir die Folge der Mittelwerte % S X

25] =0

1 1<
ﬁZXi :%;E[Xi]:c

1 n
_E;Xi—c

Ve>0: lim P

n—oo

Beweis. Wegen
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gilt

nlLIIOIOP ijlei—c 25]
_ 1 — 1 —
= lim P E;XFE n;X] zs]

< lim

n—oo

Var [% D et Xi]
-2

o Ve[, X

n— oo ’]’L2€2
KO’U(Xi,Xj):O . nuv
= lim —
n—oo NE
= 0

2

]
Ein Experiment wird beliebig oft wiederholt und es gelte
Vi#j: Kov(X;,X;)=0
Dann ist % >-r_, X; mit groRer Wahrscheinlichkeit in der Néhe von c.

Wegen
Z X; —nc
i=1

ist nicht E?Zl X; mit grofier Wahrscheinlichkeit in der Ndhe von nec.

Ve, >0 dngVn>ng: P >ne|l <6
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38. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 38.1 Sei W abzdhlbar und B C W mit P[B] > 0. Dann erhdlt
man durch

) _ P[ANDB]

P[-|B] : Pot(W) — [0,1], A— P[A|B] = W
ein neues Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf W.
Dieses heifit bedingte Wahrscheinlichkeit.
Beweis.

P[W N B
PW|B = ———=1
_ PP
- P A,NB] Y Ant >

P ’”;AMB 5 = ZPA |B]
]

Beispiel 38.2 Man wirft 2 Wiirfel und die Augensumme ist 6. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf8 einer eine 2 zeigt, ist 40%.

Bewels. Mit

B = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)} = Die Augensumme ist 6
A = {(2,1),(22),(23),(2,4),(2,5),
(2,6),(1,2),(3,2),(4,2),(5,2), (6,2)}
= Einer der Wiirfel zeigt eine 2
ANB = {(2,4),(4,2)}

gilt

P[ANB] 2/36
P[B]  5/36

P[A|B] = =04

Satz 38.3 Seien A, B C W und P[B] > 0.

1.) Ist A gréfler als B, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Eins:
Fiir A> B gilt: P[A|B] = 1

2.) Aus BN A =10 folgt P[A|B] =0

3.) P[AY|B] =1 — P[A|B]
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Beweis. 1.)

P[ANB] P[B]

PIABL = =55 = g !
2.
) piap - PANBL_ PO
[AIB] = P[B]  P[B]

3.) Da P[-|B] ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. m

Ziel: Berechne eine Wahrscheinlichkeit aus bedingten Wahrscheinlichkeiten.
Zerlege dazu den Wahrscheinlichkeitsraum in schnittleere Teilmengen. Be-
rechne dort die Wahrscheinlichkeit und fiige alles mit Gewichten passend
zusammen.

Satz 38.4 a) Fiir AC )72 Bj gilt:

P[A] =) PIA|B;|P[B;]
Jj=1
Dabei setzt man
PA|B,)P[B;] = 0 fiir P[B;] =0

b) Fir P[A] > 0 gilt

_ P[A|Bi]P|B]
P[Bi|A] = S22, PIA|B;]P[B)]

Beweis. a) Aus A =7, AN B; folgt

oo oo

PA] =Y PlAN B, = PIA|B,|P(B))

b) Mit a) gilt

P[AN Bj] P[A|Bi]P[B]

P[B;|A] = P[A] - Z;’;l P[A|B;])P[B;]

|
Oft gilt 3,c; Bi = W.
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Bemerkung 38.5 In der Prazis sind die B; nicht notwendig schnittleer,

d.h.

PlA]

= P

o0
AN U B;
=1

P[AN Bj]

M

N
Il
=

I
NE

P[A|B,|P|B)]

<.
I
—

oder A ist nicht ganz in Y 7~ B; enthalten: A ¢ 3772, B;

P[4]

V
M

I
WK

<.
I

P AN iBj +P AN iBj
i=1 j

=

—

P[AN B;]

P[A|B;]P[Bj]

Die Formel verfiihrt also dazu, Experimente falsch zu modellieren, und
somit zu falschen Schlussfolgerungen zu gelangen.

Beispiel 38.6 Es gebe ein Symptom bei zwei Krankheiten: Ky oder K.
Ky und K treten im Verhdltnis 7:93 auf.

Wahrscheinlichkeit fir das Symptom S bei Krankheit K1: 0.92.
Wahrscheinlichkeit fir das Symptom S bei Krankheit Ko: 0.085.

Wenn das Symptom S vorliegt, wie grofi ist Wahrscheinlichkeit, dass man

K1 hat?
Beweis.
P[K;]
P[K,]
P[S|K]
P[S|K]
P[S]

0.07
0,93
0.92
0.085
P[S|K1|P[K1] + P[S|K2]P|K>)
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ergibt

P[S|K1]P[K,]
[S|K1]P[K1] + P[S|K»]P[K>]
Die Annahme K7 + Ko = W ist falsch, da man auch beide Krankheiten
haben kann (K; N Ko # 0), oder da eine unbekannte Krankheit oder Ein-
bildung dieses Symptom hervorrufen kann, d.h. K3 U Ko ; W. Damit ist
die Berechnung von P[S] falsch. m

P[K1|S] = B =0.45
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Teil 111.
Wahrscheinlichkeitstheorie

39. Erwartungswerte

Sei S abzdhlbare Algebra auf W.
Definition 39.1 Sei X : (W, S, P) — (R, B). Ist

/ | X (w)|dP < oo
w

so heifst
BX] = / XdP
1%

der Erwartungswert von X.

Satz 39.2 a) Fir beschrinkte X : (W, S, P) — (R,B) ezistiert der Erwar-
tungswert.

b) Seien X, Y : (W, S,P) — (R,B) mit 0 < |X| < |Y]| und E[|Y]] < oco.
Dann gilt E[|X]] < oco.

¢) Sei E[| X|P] < oo fiir ein p > 1. Dann gilt E[|X]] < oo

d) B[X?] <00 <= E[(X +a)?] < o0

e) Die X : (W, S, P) — (R,B) mit E[|X|] < oo sind ein Vektorraum.

Beweis. a) Sei |X| < K.

/W | X (w)|dP < K/W P =1

b)

/ |X(w)\dP§/ Y (w)|dP < oo

w w

c) Mit

X(w) <1 fir [ X (w)| < 1

[ X (w)| < [X(w)P fiir | X (w)] =1
gilt

X < [X[P+1
und somit
BIX) = [ 1X@)dP< [ (Xpdp+ [ ap

E[XP]+1<
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d) ’=": Mit ¢) gilt E[|X]|] < co. Mit

(X+a)? = X?*+2aX+ad®
X2+ 2|al| X| + a®

IA

und b) gilt
E[(X +a)? < o0

7" Mit ¢) gilt E[|X + a|] < co. Mit
X? = (X +a)?-2aX —d?
= (X+a)?-2a(X +a)+a®
(X +a)? + 2|al| X + a| + a?

IN

und b) gilt
E[X?] < o0

e) Seien X,Y : (W, S, P) — (R,B) mit E[|X]|], E[|]Y]|] < oo und a € R.

E[|X 4+ aY|] / | X + aY|dP

/|X\dP+|a|/ Y|dP

= E[X]] + [alE]Y]]

< ©©0

IN

Satz 39.3 Seia € R und seien X,Y,Z : (W,S,P) — (R,B) mit E[|X]],

E[lY]}, E[|Z]] < oo
a) Fir die konstante Funktion

X:(W,P)-Rww—c
gilt B[X] =
b) ElaX +Y] =aE[X]+ E[Y]

¢) Aus Z > 0 folgt E[Z] > 0
d) Aus X >Y folgt E[X] > E[Y]

/ch:c/dP:c

Beweis. a)
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b) Wir haben schon gezeigt, dass E[|aX + Y] < oo.

E[aX + ]

/ (aX(w) + Y (w))dP
w

= a/ X(w)dP+/ Y (w)dP
w W
E[X]+ E[Y]

E[Z] = /W Z(w)dP >0

——
>0
d)
E[X] = E[X-Y+Y]
Y BIX Y]+ E[Y]
2 By

Satz 39.4 Fir X,Y : (W, S, P) — (R,B) gilt
E[|X|]=0 < |X| =0 P-fast sicher.

Beweis.

BIX[=0 /|X\dP:O

<= |X| =0 P-fast sicher
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40. Varianz

Definition 40.1 Sei X : (W, S, P) — (R,B) mit E[|X|] < co. Dann ist die
Varianz von X definiert als

VarlX] = B[ (X - B[X])*] = /W<X<w> ~ E[X))%dP

Die Standardabweichung von X ist
s(X)=vVarX
Beweis. Wegen E[|X|] < oo ist Var[X] definiert. m
Satz 40.2 1.) FEs gilt
Var[X] < oo += E[X?] <
2.) Aus Var[X] < oo folgt
Var[X] = E[X?] — E[X]?

3.) Fir a,b € R gilt
VarlaX + b = a*Var[X]

4.) Seien XY : (W, S, P) — (R,B) mit VarX < oo,VarY < oo. Dann gilt
Var[lX +Y] < o
5.) Var[X] > 0.
Beweis. 1.) Wir haben schon gezeigt
E[X?] < <= E[(X+a)’ <00
2.) Wegen Var[X] < oo ist E[X?] < oo und es gilt

Var[X] := E[(X — EX)?

—  E[X?-2XE[X] + E[X]?]
(X
(X

= E[X? -2E[X)*+ E[X])?
— BX? - B[xP
3.) Mit
Var[X] < o0 <= E[X?] <
— E[(aX)?] <o
< FE[(aX +b)? < o0
— VarlaX +b <
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gilt

Var[aX +b] = E[(aX +b)* - E[aX + b]?
= @®E[X? +2abE[X] + b* — (aF[X] +b)?
= @®E[X? - d*E[X])? = ®*Var[X]

4.) Wegen Var[X],Var[Y] < co gilt

E[X?,E[Y?] < 00

Wegen
2X2 +2Y% — (X +Y)?
= 2X%42Y? - X2 -2XY - Y?
= X?_-2XY +VY?
(X-Y)*>0
gilt
(X+Y)? < 2(X%+Y?
E[(X+Y))] < 2E[X?Y+2E[Y? <o
und somit
Var[X +Y] < oo
5.)

/|X — E[X]?dP >0
|

Satz 40.3 Fir X,Y : (W, S, P) — (R,B) gilt

Var[X] =0 <= X = E[X] P-fast sicher

Beweis.
Var[X] =0 <= E[X-E[X]]=0
< |X — E[X]|* = 0 P-fast sicher
<= X = E[X] P-fast sicher
]
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41. Kovarianz

Definition 41.1 Se: X, Y : (W, S, P) — (R,B) mit E[|X|], E[|Y]|], E[|XY]|] <
00. Die Kovarianz von X und Y ist

Kov(X,Y) = FE[(X -E[X]))(Y - E[Y])]
= FE[XY]- E[X] E[Y]
Beweis.
Kov(|X],[Y])

= E[X[-|[Y|-E[X]]-[Y] - E[Y] - X[+ E[X]] - E[[Y]]

= E[XY[]-E[X]]-E[|Y]] <00
und

Kov(X,Y) = E[XY - E[X|Y - E[Y]X + E[X]E[Y]]

= FE[XY]- E[X]:E[Y]

[

Satz 41.2 1.) Kov(X,X) = Var(X)
2.) Kov(X,Y)=Kov(Y,X)
3.)Va,b,c,d € R: Kov(aX +b,cY +d) = acKov(X,Y)

Beweis. 1.)

Kou(X,X) = E[X - X] — E[X]E[X] = Var(X)

2.)
Kov(X,Y) = E[XY]- E[X]E[Y]
— E[YX]- E[Y]E[X]
= Kou(Y,X)
Kov(aX +b,cY +d)
= E[(aX+b—FE(@X +0))(cY +d—E(cY +d)) |
= acE[ (X - EX)(Y — EY)]
= acKov(X,Y)
[
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Satz 41.3 Seien E[X?], E[Y?] < co. Dann gilt
BXY]| < EXIVEF < oo
|[Kov(X,Y)| < VVarXvVVarY

Beweis. a) Seien E[X?], E[Y?] > 0.
Wegen E[X?], E[Y?] < oo gilt

2 2
xy| < Y
2
E[|XY]] < %E[X2]+%E[Y2]<oo
und
1 2
0 < E (th:tY>
= #*E[X?] +2E[XY]+ %E[YQ]
1
|IE[XY]| < tQE[X2]+t—2E[Y2]
gilt fiir t2 = %
1 [E[Y?] . 1 [B[X?]
E[XY - E[X? + = E[Y

= VE[X?]V/E[Y?]
Sei E[X?] = 0. Dann gilt

E[X?]=0 <= |X|=0 P-fast sicher
= |XY| =0 P-fast sicher
< FE[|XY|=0]

Analog fiir E[Y?] = 0.

b)
|Kov(X,Y)|? = E[ (X —-EX)(Y - EY) |?
< E[(X - EX)’- E[(Y - EY)?
= Var[X|Var[Y]
| |
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Satz 41.4 Seien Xi,..., X, : (W, S, P) — (R,B) mit E[X?] < co. Dann
gilt a)

Var

iXi] :iVar[Xi]—l— i Kov(X;, X))
i=1 i=1

i,j=1,i#j]

b) Fir Xi,..., X, mit Kov(X;,X;) =0 fir alle i,j gilt:

Z XZ-] = Z Var[X;]

Var

Beweis. Wegen

BIX[1XG) < ) E[X?] -/ BIX}] < o0

ist die Kovarianz definiert.

a)
n n n 2
Var ZX;| = K ( X;—F ZX11>]
- E[(X; - E[Xi])) (X; — E[X;])]
i,j=1
— zn:Var[Xi]—f— z”: Kov(X;, X;)
i=1 ij=1,i%j
b)
Var X;| = Var(X;] + Kov(X;, X;)
; ] ; a;‘%#jT
= ZVCLT[XZ']
i=1
]
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42. Das schwache Gesetz der grollen Zahlen

Satz 42.1 Sei g : [0,00) — [0,00) monoton wachsend, messbar und X :
(W, S, P) = (R,B) mit
Elg(|X])] < o0

Dann gilt fir alle a > 0 mit g(a) > 0:

P[DﬂZa]gM

g9(a)
Beweis.
PllX|>a] = '/1{|X\2a}dp
X X
< /1{|X\2a} g;|(a)) dP+/1{|X|<a} g!(]|(a)) ar
>1, da |z|>a >0
1
- [ atixpar
_ Elg(x])]
g(a)
| |

Satz 42.2 Sei X : (W, S, P) — (R,B) mit E[X?] < co. Dann gilt

Va>0: P[X — E[X]| >a] < V“ZX

a

Beweis. Da = — 22 monoton steigend ist, gilt

E[YQ]
PlY| 2 a < =5
und somit
El|X — E[X]|?
VarX
[ |

Satz 42.3 Fir X : (W, S,P) — (R,B) und a > 0 gilt
1

PlX| > a] < - B[|X]
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Beweis. Da id : [0,00) —
gilt

PIX| > a] <

[0,00),t +— t monoton steigend und messbar ist,

Efid(| X)) _

E[X]]

id(a)
[

a

Satz 42.4 (Das schwache Gesetz der grofien Zahlen)

Seien X; : (W, S, P) —

EX] =
VarlX;] =
KOU(XZ', XJ) =

(R,B) sodaf fir alle i,j

Cc

Dann gilt fiir die Folge der Mittelwerte = > " | X

Ve>0: lim P

n—oo

Beweis. Wegen

gilt

_1 n
ﬁ;Xi_c

>51 =0

< lim

Kov(X;,X;)=0
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43. Unabhadngigkeit

Definition 43.1 Sei (W,S,P) gegeben.
a) Eine Familie von Mengen (A;)icr in S heifft unabhdngig bzgl. P <—

4| =[] Plail

iceJ i€J

VJ C I endlich: P

b) Fine Familie (G;)icr von Mengensystemen in S (2.B. abzihlbaren Alge-
bren S; C S) heifst unabhdngig

< Flir jede Wahl A; € G; sind (A;)icr unabhingig

ﬂAi :HP[Ai]

i€J i€J

<= V endlichen J CIVA; €G;,ieJ: P

Wir haben schon gezeigt, dass die Unabhéngigkeit vom Wahrscheinlichkeits-
mafs abhingt.

Es reicht die Unabhingigkeit auf einem durchschnittsstabilen Erzeugenden-
system E zu priifen.

Satz 43.2 Sei (G;)icr eine unabhdngige Familie von durchschnittsstabi-
len Mengensystemen in S. Dann sind die erzeugten abzdhlbaren Algebren
(S(Gy))ier unabhangig.

Beweis. Sei J = {i1,...,ix}. Fiir beliebige A;, € S(G;,) zeige

k
PlA;, n...n 4] =[] PlA;)]

j=1
n=1: Seien A;, € S(G;,) und A;, € Gy, ..., Ai, € G;, Setze

Dy, = A€ S(Gin): PlANA;, N...0 A, ] = PIA] ] PIA;,]

1

Nach Voraussetzung gilt G;, C D;,
D;, ist schnittleere abzihlbare Algebra:
Aus A € D;, folgt A® € D;,:

PA°NA,N...NA;]
=  PlA,N...NA4,]-PANA,N...NA4;]
=" PlAy] ... P[Ay] - PIA]- P[A;,] ... P[4;]
=  PIA®]-P[Ay,] ... P|Ay]



Aus B; € D;, folgt Zjoil Bj € D;,:

P {(ZBj) mAizm...mAik_]
j=1

oo

= ) _P[BNA,N...NA;]

j=1
00 k
B;eD, > P[] PlA;,]
Jj=1 Jj=2
00 J
j=1 Jj=2
@, W c D12
PONA,NA,] = P]=0
k
= P[] PlA;,]
j=2
P[WﬂAwﬁAzk} = P[AizmA’ik]
k
= PW] ][] P4
j=2

Wegen (A,B € G;;, = AN B € G;,) folgt
D<Gi1) = S(Gh)
n — n-+1: Gelte es bereits fiir die ersten n Komponenten. Setze

. _ [ A€S(Gi,)  PlA, 0.0 Ay =TI, PlA;]
bt mit A;, € S(G;,) fir 1 <j<n+1,4;, €G,, fir j >n+2

Nach Voraussetzung ist G;,,, C D;, ;-
Aus Ae D folgt A € D

in41 Tn+t1
c
PlAin..nAg 0,04,
= PlA,n..nWn...NnA4A,]-P[4;,N...NA,,,N...0A;,]
AeD

:’lk—l P[W] H P[AZJ] - P[AinJA] H P[A'LJ]

j=1,j#n+1

k
= pug,] I P

Tn41
Jj=1,j#n+1
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Aus BjﬁinJrl S l),‘nJrl folgt Z:il Bj.y?;nJrl (S DinJrlZ

(o]
P A, 0.0 Bji, N...NA;
j=1

8

= > P[A,N...0Bji,,, N...NA;]
j=1

B.7=i7L+1 6Din+1 >, k
= P[Bj7i71+1] H P[Aij]
Jj=1 Jj=1,j#n+1
[e%S) k
= P ZBj:in+l H P[AZJ}
Jj=1 Jj=1,j#n+1

Wegen (A,BeG,,,, = ANBeG;, ) gilt
D(Gin-H) = S(Gin+1)
]

Satz 43.3 Sei (G;)icr eine unabhdngige Familie von durchschnittsstabilen
Mengensystemen in S. Gilt I = @,y Ix so sind die

S =8 ( U G>
i€l

Beweis. Zeige (U;c;, Gi)kek ist unabhiingig.
Das Problem dabei: Es gilt nicht

unabhdngig.

ABe|JG=AnBe ]G

i€l i€l

Setze deshalb fir k € K

E, = {ﬂ A; | J C I endlich, A; € Gz}
ieJ

Dann gilt

mAzmﬂAz: m A, € Ey

i€Jy i€Ja 1€J1UJaCI
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Fiir {k1,...,k,} C K und Cx; =) A; € By, gilt

iEka

P[Ck, N...NCy,]

= P mAiﬂ...ﬂ mA,

iEJkl iEJk,,L
(Gi)icr unabhingig
e IT Plai-...- T PlAil
iEJkl i€ Jk,,

(Gi)icr unabhingig

P[Ck,]-...- P[Ck,]

Damit sind (Ey)rex unabhéngig. Damit ist

(S(Ek))rex = <5 ( U Gz))
i€l keK

unabhéngig.
]

216



44. 0-1-Gesetze

Satz 44.1 Sei (Ay), eine Folge von Ereignissen in S.
a) Die Wahrscheinlichkeit, daf$ unendlich viele Ereignisse eintreten ist Null.

k=1 n=1k>n
b) Die Wahrscheinlichkeit, daf8 fast alle Ereignisse eintreten, ist Fins.

iP[AkC]<oo:>P G ) Ax| =1

k=1 n=1k>n

Beweis. a) Da (U k> Ak,) monoton fallend ist und die Reihe einen Grenz-

wert hat, gilt

P ﬁUAk = lim P GAk
n=1k>n e k=n
< Jim 3P
k=n
= 0
b)
e
n=1k>n
~ N o
= 1-P|{ ) 4
n=1k>n
= 1-P ﬁ Af
_n:lan
2
[
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Satz 44.2 Seien (A,), unabhdngig in S.
¢) Mit Wahrscheinlichkeit 1 treten unendlich viele der Ereignisse A; ein.

ZP[Ak]:oo:>P ﬂ UAk. =1
k=1 n=1k>n
d) Die Wahrscheinlichkeit, daf fast alle Ereignisse eintreten, ist Null.

PlA{] =00 = P G () Ax| =0

1 n=1k>n

WK

>~
Il

P ﬁUAk P GﬂAk € {0,1}

n=1k>n n=1k>n

Beweis. ¢) Gehe iiber die Komplemente.
Sei e > 0. Da (ﬂi\f:n Ag)N monoton fallend ist und da die A; unabhéngig
sind, gilt

N
Pl AZ] ™™= 1im P|() A
k>n Nzeoo
bhiingi N
HRARINEE i P[Af]
N—oo
k=n
N
= i) ) (1= PlAg])
k=n
1—z<e™™ | N A
< i —
< Ngnooklj[ exp(—P[Ag])
N
= lim exp —ZP[Ak]
- k=n
= 0
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Da (Uan Ak)n monoton fallend ist, folgt

P

e

n=1k>n

y mAk]

n=1k>n

|

e

- [U Ak]

k>n

= lim 1-P |[) Af
e k>n

=1

1-P | U A4F
|n=1k=>n
1-1=0

e) Mit ¢) und a) bzw mit b) und d). =
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45. Ubergangskerne
Satz 45.1 Seien Wy, Wy abzdhlbar, P ein Maf§ auf W1 x Wy und
Xi Wi x Wy — W, (z1,22) — x;
Dann gilt
P[A]
——
Maf auf Wi xWy

= Z Z 1A($1,$2)P[X2:"E2‘X1:$1] P[Xlz.’tl]
r1€WL o €Wy

Mapf auf Wy Mafl auf Wy
Beweis. Fiir P[X; = 1] > 0 gilt

PlXy=23NX; = P
P[Xy = 25| Xy = a1] = Ko=znXi =] _ Pl(z1,2)]

P[Xl :I’l] P[Xl :171]
d.h
P[A] = Z 1A(.’E1,£L’2)P[($1,$2)]
($1,$2)€W1XW2
= Z ( Z 1A(I1,£ZJ2)P[X2I2|X1I1}> P[Xliiliﬂ
z1EWL \z2€W>
|

Das verallgemeinern wir:

Definition 45.2
K : W1 X SQ — [0, 1]7 (wl,Az) — K(’wl,Ag)

heifit Ubergangskern von (W1, 51) auf (Wa,Ss) <—
a) Vw, € Wy K(wy,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (W2, S2)
b)VAy € Sy K(-, Ag) ist S1-messbar

Bemerkung 45.3 a) K(ws,-) ist das Wahrscheinlichkeitsmafl in Schritt 2
falls in Schritt 1 der Zustand wy vorlag.
b) Da K(-, As) Si-messbar ist, ist
/K(wl, Ag)Pl(dwl)
definiert.
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Satz 45.4 Sei P, ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (W1, S1) und K ein Uber-
gangskern von (W1, S1) nach (Wa,S2). Dann gilt
a) Es existiert ein eindeuliges Mafl

P (Wl X Wg,Sl ® 52) — [0, 1],14 — K(wl,Awl)Pl(dwl)
Wi

mit dem Schnitt von A bei wq
Aw1 = {wg e Ws: (wl,wg) S A}
b) Fiir alle f : (Wy x Wa, 51 ® S3) — (R,B) mit f >0 gilt

/fdp = / < f(’LUl,U)g)K(wl,dwg)) Pl(dwl)
Wy Wo
Bezeichnung: P = P; x K.

Bemerkung 45.5 Wie immer legt man das Maf auf den Rechtecken fest:

VAZ € Sl : P[Al X AQ] = K(wl,AQ)Pl(dwl)
Ay

Beweis. a) 1.) Fiir alle A € S gilt A, € S2. Sei
Guw, : (Wa, S2) — (W1 x W, 81 ® S2), ws — (wi,ws)
Es gilt

G (A1 X Ag)
{U}Q eWsy: (wl,wg) € A x AQ}

@ w1 €A1
A2 w1 EAl

€ Sy

Da A; x As ein Erzeugendensystem von S ® Sy ist, ist g, (S2,51 ® Sa)-
messbar.
Sei A € S1 ® S3 beliebig. Dann gilt

Aw1 = {w2 e Wy (whwg) S A}
= gu (A) €S,

2.) D ist eine schnittleere abzihlbare Algebra, die S; ® S; enthélt.
Setze

D = {A€S®8Ss:w — K(wy, Ay, ) ist S1 — messbar}
C S1®5;
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i) Ay x Az € D und Wy x Wy € D. Wegen

14, (wy) ist Sy-messbar, da A; € Sy
K (wy, As) ist Si-messbar, als Ubergangskern, da A, € So

ist
_ K(’U}l,Ag) flir wy € A
K(’wla (Al X A2)w1) - { K(’LU1,®) =0 fiir wq ¢ Al
= la, (1) K(wi, Az)
S1-messbar.

ii) Aus A € D folgt A® € D: Wegen
A%, = 94, (A9) = (90, (A) = (Al )¢

ist
W.Maf

K(U}l,Ac|wl) = K(wl,(Awl)C) 1 —K(wl,Awl)
————

S1-messbar

S1-messbar.
iii) Aus A; € D folgt > 2, A; € D: Wegen

ZAAW = Zg@}(Ai) = Gy (Zm) = ( AZ-)

i=1 i=1

w1

ist

= K<wlaif4i|w1>
=1

oo
W.MaR
:a ZK(wlaAi|w1)
] ———
i=1 >0,51-messbar
als monotoner Grenzwert der Sy-messbaren Funktionen > | K (w1, A;|w,)
S1-messbar.
Da
{Al X Ayt A; € Sz}

ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von S7 ® Sy ist, gilt

S ® S, Defipition S({A; x Ay : A; € S;))
A1 XA durcl;schnittsstabil D({Al % AQ . Az c Sz})
C D
C S1® S
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3.) fW (w1, Aw, ) P1(dw) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf (Wl x Ws, 51 ® SQ)

K(wl,[b)Pl(dwl) =0
Wy S——~——

K(w17W2) Pl(dwl) =1
————

=1

K(wl, Awl)P1(dw1) Z 0
————

>0

/WIK (wl, 3 A; )Pl(dwl)

K( ZA |w1> Py (dwy)

i=1

— / Zle,Ai|w1)P1(dw1)

Wy =1

Wy

Wy

und

—

1%

Z K (w1, Aj|w, ) Py (dwy)

4.) Eindeutigkeit des Mafies. Fiir das durchschnittsstabile Erzeugen-
densystem A; x Ay gilt

K(wy, (A1 x Ag)|w, ) P1(dwy) = K(wy, Az) Py (dwn)
W1 Al
= P[Al X AQ}

b) 1.) Seif:lA mit A € 51 ® Ss.

/ 14dP % pla]

Rel K (wy, Ap, )Py (duwr)
Wi

et /W1 (/% 1Aw1K(w17dw2)> Pr(dun)

De
:f / / lA(wl,wg)K(wl,dwg)Pl(dwl)
Wy JWo
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2.) Seien A; € 51 ® Sy. Dann ist

/ ZcilAiK(wl,dwg) = / ZcilAiK(wl,dwg)
W2 W2

i=1 =1

= Z ciK(wl, Az"un)

i=1

Sp-messbar und mit der Linearitét des Integrales und 1.) gilt

/W1 (/% > eila, (wi,we) K (wy, dw2)> Py (dwy)

i=1

ZCi/ </ 1Ai (wl,wQ)K(wl,de)) Pl(dwl)
i=1 W1 W2

C; 1A,idP=/ cila,dP
Yoy tuir= ],

3.) f>0. Seien f,, T f mit f, € T. Da

foK (w1, dw2) T [ fK(wi,dws)
Wa Wa

ist fW2 fK (w1, dwsy) als monotoner Grenzwert Si-messbarer Funktionen S1-
messbar.
Damit ist die rechte Seite definiert. Mit 2.) gilt

/ fap MM i [ £.dP
w

n—oo

» lim / Sn(wi,wa) K (w1, dws) Py (dwy)
Wy J Wy

n—oo

/ f(wl,wQ)K(wl,dwg)Pl(dwl)
Wy JWa

monoton T

Satz 45.6 Sei Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (W, So) und Vi > 1 sei
K; ein Ubergangskern von (H;;B Wj,®§;%)5j) nach (W;,S;).
Dann egistiert ein eindeutiges Maf P™) auf ([[}_, Wy, @7 S;) durch

Vi<i<n: PW=pi-b)yEg,
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Fiir ein ®_,S;-messbares f > 0 gilt

/fdP(")
/ /f 20, Tn) Kn((To,s - - s Tn—1,day) - .. Ki(z0, dwi) Po(dxo)

Beweis. i = 2: Das haben wir im letzten Satz gezeigt.
1 — 1 — 1: Wegen

S(Alx...XAiIAjGSj)

i—1
c S (AH x Ai: A1 € Q) S, A € Si)

j=1

i—1

Deﬁn:ition <® S]) ® Sz

j=1
und

SAr x ... x A1 xW;:A;€8;) C SAIx...xA :4;€8;)

i—1 i
(® Sj> xW; C ®Sj
j=1

i—1 7
( 5J> c XS
Jj=1 j=1
) ®S; C ® Sj
j=1

gilt 3P = pi-1 x K; auf

({1 (&) o5 - (11w @)

Satz 45.7 Sei Py ein Maf auf (Wy, So) und fir allen € N sei K, ein Uber-
gangskern von (H?;OI W, ®?;015i) nach ([[;—, Wi, ®7_4S;). Dann existiert
genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf ([[:2q Wi, ®5245;) mit

n
VA™ € Q) Si: PIA™ x Wy x .. = PM[AM]
=0
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Bis zum Zeitpunkt n verhdlt sich P wie P(").

Beweis. 1.) Der linke Wert ist unabhingig von n:
Sei AW = A=1 »x W, mit A~V € @77 !S;. Dann gilt

PMAM] = /LWAM%KJ@M”%ALMM

PP (d(xg, ..., 20 1))

= /lA(n—l) </ IWnKn((tTm .- ~xn—1)adxn))

P (d(zg, ..., 20_1))

_ /&mwnKaumHJMJ%WQPw*Mam,Hﬂ%A»

=1

p(nfl)[A(nfl)]
Sei k < n. Fiir A®) € @F | S;n®"_, S, folgt in n — k Schritten
POIAR) x Wiy x ... x W,] = PF[A®)]

2.) P ist additiv auf dem Ring: Vn € N ist

Tn:(é)si X What X ...

i=0
eine abzihlbare Algebra auf [[;°, W, und es gilt
T CThit
Fir A,Be,_, T, gilt
dn,meN: AeT,,,BeT,

Sei m < n. Da T, eine abzdhlbare Algebra ist, gilt

A+B,A\B,ANBeT,c |JT,

n=1
Fiir AN B =0 gilt

Pl[A+B] =

P™W[A X Wyi1 X ... x Wy] + P™[B]
P(m) [A] + P(n) [B}
P[A] + P[B]

IV}
2
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d.h. P ist additiv auf dem Ring | J77 , T,.

3.) Eindeutigkeit von P: Da |J~, T}, ein durchschnittsstabiles Erzeu-
gendensystem von S (U~ T),) ist.

4.) Existenz: P 1ift sich auf S (|, T},) fortsetzen, wenn es abzihlbar
additiv auf dem Ring (J,-, T, ist.

Da P als Wahrscheinlichkeitsmafs ein endliches Maf ist, zeige die Stetigkeit
von oben: Seien A,, € (J;2, T, und A,, | A.

Aus A =0 folgt lim P[A,]=0

n—oo

Verneinung ergibt:

Aus lim P[A,] # 0 folgt A # 0

n—oo

Sei also lim,, o, P[A,] > 0. Da A, € |2

n=1

T, gilt
vneNJk,eN: A, €Ty,

d.h.
VneN: A, =AF) x W, ...

Wihle k41 > kn. Wegen AFnt1) € AGn) s Wy g x oo x Wy, gilt

/ s / 1A<kn+1> (!Eo, s 7$kn+1)Kkn+1((x0’ ) $k7L+171)7 dxkn+1)

- K1 (g, dzq)
< / /1A<’~n>><W;W+1>< Wi,y (055 T )
Koy (o, - oy Thyyy 1), ATy ) oo - K1 (0, dy)
= / /]-A(kn 20, .., Thy,)
e, ((Xoy ooy Th,—1),d2g, ) - o - K1 (20, dxq)

</-~-/1A(kn)($0;-~-aa7kn)Kk,,L(<x07---yxkn1)7d$k")'~-~'Kl($07d$1))

kn

ist monoton fallend, ist in [0,1] und hat daher fiir alle g € W, einen Grenz-
wert in [0,1]. Annahme:

Vg € Wy : lim / /1A(kn) o, .- l‘kn)

7,—>OO

Kk (1‘07.. y Lk, ,1) dﬁk ) . K (l‘o,dl‘l) 0
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Da |1A(kn)| <lw e Lt ist, gilt

0 < lim P[A,]

n—oo

= lim P [Ak)]

k,, — o0

lim/ / 1 acenm) (Zoy -y Tk,)
k,, — 00 Wo Wi,

Ky, (w0, ... ok, —1),dxy,) - ... - Ki(x0,dx1)Py(dxo)

1
1 k) |[S1WEL :
= llm 1A(’¢n> LOy ey kn)
Wo kyp—00 Wl Wk

Kkn((l“o, ey k)n—l))d'rkn) et K (1‘0, dxl)Po(dZ‘o)

/ 0dPy = 0
Wo

ein Widerspruch, d.h.

dzg € Wy lim / /1A(kn) TOyevey Tk, )

kp—00

Kkn((xo,.. y Ll ,1) d{Ek Kl(xo,dxl) >0

Halte 7 fest.
k— k+1: Wegen Alkn1) ¢ Akn) x Wy 11 x ... x Wy, ,, gilt

/ / Lyons ) (Tos e o They Tg 1y -+ o5 Ty )
Wk+2 Wy

nt1
Ko i (o, - s Ty Tho1s - s Ty —1), ATy ) -
Ky 2((To, - - - xkamk-i-l) dzy+2)
< / / Latem) x Wi, g1 x4y (050 Ths Thp 1
Wiss Wi,
K (Toy - Ty g1y oo s Tl —1), ATy ) - oo
Ki2((Zos - - - s Ty Thot1), dThy2)
= / / 1 aGen) (T0s -+« o s Tl Thog 1y -« -5 Tk, )
WHQ Wi,
ke, ((Toy -+ oy They Tt 1y -+ -y Thpy—1), ATk, )
- Ki12((To, -+ -, They Tht1), dT42)
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und

/ / 1A(k")(fo,...,fk,xkﬂ,...,aj‘k")
Witz Wk,

Kkn,((507 v 7fk7 Th41y--- 733kn_1)7d13kn)
Ki2((To, - T, Tht1), dThet2) )y,

ist monoton fallend in k,, ist in [0,1] und hat daher fiir alle zx1; € Wiy
einen Grenzwert in [0, 1].
Annahme:

n—>OO

Vepyr € Wiy o lim / / 1 Atkn) xo,...,fk,xk+1,...,$k”>
Wk+2 Wi,

((1‘0,.. xk7xk+1>'-'7xkn71)adxkn)"'~'
Ki12((To, - Thy Thet1), dTpq2) = 0

Da |1 40| < 1w € L ist, folgt dann

0= / 0dK 41
W1

- / lim / /
Wiy Fn—00 Wk+2 Wi,

Laten) (Toy o s Thoy Thop 1y - - -5 Ty )
Kkn((fo,... fkaxk+1>-~~ T, _1) dl‘k )
Kk+1( Zo, .. - dmkH)

1, (k| S1wel? .

| 4 |: lim / / 1A(kn) :L‘07.. xk,xkﬂ,...,xkn)
k,, —o00 Wk+1 W,
Kkn((m()v‘"7xk7xk+17'"7xkn71);d‘rkn) '
Ki+1((To, - -+, Tr), d41)

Vor fiir k
> 0

ein Widerspruch, d.h. Vk > 0 dZ;, € Wy :

lim / / 1A(kn)(§0,...,fk,l'kJrl,...,l‘kn)
k., —o00 Wit1 W,

Kkn((fm ey Ty Thg1y e - - ,xkn,l),dxkn)
K1 ((To, - - Zx), dxggn) > 0
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Es folgt

Vkn >0 (To,T1,...) € Al

EDL:

(Zo,T1,...) € ﬂA(’“"): A,
kn,=1 n=1
0 # [)Ax
n=1

Satz 45.8 Fir

Xt (W1 x Wy, 81 @ S2) — Wi, (wr,wz) — w;

gilt
Pl] = PixK[X{'()]
PIGHO) = [ K Pide)
Beweis. VA € Sy gilt
PIX[H(A)] = PlAx W3
- /A Ky W) Py
= Pi[A] h
und VA, € S gilt
PIX;'(Ay)] = P[W; x Ay :/K(wl,Az)Pl(dwl)

Beispiel 45.9 Sei T' : (W1,81) — (W, S2) und 6, das Punktmaf§ in y.
Dann ist
K(z1,) = 0p(a)

ein Ubergangskern.
Ist das erste System im Zustand x1, so soll das zweite System in den Zustand
x9 = T(x1) tbergehen.
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Bewels. Mit

6T(w1) (A)

gilt fiir beliebige z; € Wy

K(‘rh@

K(£17W2

K (IlaiAz> = ¢
i=1

) )
K(Il,AQ) = (S
) )

{ 1 T(ifl) cA

0 sonst

{ 1 z1€T I(A)

0 sonst

3, (T71(A))
“H0) = 6., (0) =0
“1(A2)) >0

0z, (W) =1

und K (x1,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmak auf (Wa, Ss).
Da T messbar ist gilt T-1(A43) € S; und

K(x,As) = 1p-1(a,) ()

ist Si-messbar. m
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46. Unabhdngige X : (W, S, P) — (R,B) und das
ProduktmaR

Definition 46.1 X, : (W, S, P) — (V;,T;) heiffen unabhdngig —

V endlichen J C INVA; €T, : P ﬂXi € A;

icJ

i€J

Satz 46.2 X, : (W, S, P) — (R,B) sind unabhdngig <—

mXiSti] ZHP[XiSti}

i€ i€J

V endlichen J C I Vt; e R: P

Beweis.
E ={(—o00,t1] X ... x (—00,t,] : t; € R}

ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von B” = S(E) m

Satz 46.3 Seien X; : (W, S, P) — (V;,T;) unabhingig und f; : V; — U;
messbar.
Dann sind f; 0 X; : (W, S, P) — U; unabhéingig.

Beweis. Sei J C I endlich.

P ﬂ{fj o X; € Aj}
LieJd

= PIN{X 74}

Lied
= JIP[x5e 4]
JjeJ

= JIPlfioX, €4y
jedJ

Satz 46.4 Seien X; : (W, S, P) — V; unabhingig und J = @, cx Jr mit
|Ji| < co. Dann sind (X;,,. .. ’Xijk)k-eK unabhdngig.
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Beweis. Sei K7 C K endlich.

Pl Xip,.... Xp,) € Ay

keK,
_ Pl N X €4}
k€K, jrely
unabhéngig H H PX;, € Aj]
k€K1 jr€lk
unabgﬁngig H P [(XiN ce 7X1k) € Ak]
ke K,

]
Satz 46.5 Seien Vn € Ny : (W,,, Sy, Py,) gegeben. Mit
VneN: K,(zo,...,Zn-1),") = Pn

erhalten wir das eindeutige unendliche Produktmajf H;’LO:O P,
auf (TT,—o Wn, ®520Sy) und es gilt
Pu[] = P[X,' ()]

n

VA €S V0 <i<n: PlAgx...x Ay x Wyyr x .| = [ PalAx]
k=0

X, H W, — W, (w1, ...) — w, sind unabhdingig bzgl. H P,

n=0 n=0

Seien X; : (W, S, P) — (R,B) unabhdngig, ¢g; : (R,B) — (R,B) mit g; > 0.
Dann gilt
n n
[1(gio Xi)aP = H/ gi o X;dP
/W i=1 i=17W
Fir g; - (R,B) — (R, B) gilt

gio X; dP<oo:/ (gio X;)dP = /(giOXi)dP
J, 1 w11 117,

Beweis. a) Wegen

Y(zo,y ...y Tn_1) : K,((zoy. -y Zn-1),")
= P,[] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf
VA, €85, : K,((xoy. -y Tp_1),An)
= P, [An]

= konstant ist (®] S, ®/S;) -messbar
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ist K, ein Ubergangskern und es existiert das eindeutige P auf

(H W, ®$;’_05n>

n=0
b) Wegen
(Wo X oo x Wit X Ap)la, = An
gilt
P X, (An)]
= P[Wopx...XxWp_1xAp x Wi x..]
= P Wy x...x W,_1 xA,]

= / / ]-Wo>< KXW 1/ lAnKn(dl’n)
Wo Wh—1
[ —

=Pn[An]
K,_1(dzp—1) - Po(dxo)
= PulA]
c) n=0: Fir Ay € Sy gilt
P[Ag x Wy x ...] = PO[A]
n—1—n:SeineNund 4; € S;

PlAg X ... x Ay X Wiy1...]
= pm) [Ag X ... x A,]

= / / 1A0>< XA 1/ 1A71Kn(a:0,...xn_1,da:n)
Wo Wn—1

W

:Pn [An]
K Po d(EO

= n n / / 1Ao>< XAn_1
Wo Wn—1

Kn_l(ajo, e Tp—2, dxn_l) ce Po(dl‘o)
= Pu[A]- P Y [Ag X ... x Ap_q]

n—1

T A [T PelAk) = [T PelAs)
k=0 k=0
d) Seien iy, ...,4, € Nmit i; <ij;q und A;; € S;;. Setze

B Au i€ {in. i)
TN Wi fiir i {iy, ..., 00}
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Dann gilt

PlX;, € Ai)] = P[Wix...xWy_1xA; x W41 %x...]
i;—1
c)
- H P[Wy] P [Aij]
k=1 f
P m Xz7 S A17 = P [Bl X ... X Bin X Win-&-l ..
j=1
)
- H Pj[BJ]
j=1
Vig{i1,....in}: Pi[Wi]=1 ﬁ
= Py, [As)]
j=1
= H P [XH € A%]
j=1
e) Durch
VneN: (W,,S,, P,) = (W,5(X,), P[X ("))
erhilt man das Produktmafl und es gilt
n
/ Hgi OXi(w)dP
= / / ng .’lﬁl 331,...,J]n,1,d$n>...dpl
Wn i=1
= / / H gz Ty </ gn(a:n)dPn>
'n. 1 4=1 n
Kn 1((E1,.. s Tp— Qadl'n 1 Pl
—1
= gn xn d/P )/ / g,(l’l)
(/Wn Wy W1 Zl_[l
Kn_1(x1,...,Tp_2,drpn_1) P

n

Induktion
R G
W,

i

= H/ go X;dP

1w
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Satz 46.6 a) Seien X, : (W, S, P) — (R, B) unabhdngig mit E[|X;|] < co.
Dann gilt

E ﬁXi < o0
i=1 |
E ﬁXi = - E[X;]
Vi j: Kov(z)z-l, Xj_) = E)il
Var iXZ = iVar[Xl]
i=1 i=1

b) Seien X; : (W, S, P) — (R, B) paarweise unabhdngig mit E[|X;|] < oo.
Dann gilt
Vi#j: E|X:X,]] < oo
Vi 75] : KO’U(Xi,Xj) = 0

ZX} = va[xi]

Var

Beweis. a)

g HX] = [ TGwyar
i=1 ::Vi:l
= 1I | 1xilap
= liE[|XZ|]<oo
E

HX] = ‘/Wi]:[lXi(w)dP
= 1;[1 /WXidP
= HE[Xi]
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n n
Var ZX’] = ZV@T[Xi]—i—ZKov[Xi,Xj]
i=1 i=1 i#j
n
= ZV@T[XZ]
i=1
PIXX) = [ X)X w)ap

([ it dP) ([ 1xswar)

E[X[JE[1X;]] < o0

EXiX;] = / Xi(w)
- () o)
= E[X]E[X)]
KO’U[Xi,Xj} = E[X7X_7] - E[X7]E[XJ] =0
Var Xn:X’] - zn: Var[Xi] + ZKOU[X’“Xj]
i=1 i=1 i#]
= ZVGT[Xi]
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47. Male mit Dichten

Definition 47.1 Fine Funktion f : (R,B) — (R,B) mit f > 0 und

/R F@)dz =1

heifst Wahrscheinlichkeitsdichte. Man erhdlt ein Wahrscheinlichkeits-
mafl durch

P(A):/Af(x)dx

Beweis.
P[A] = /1Af(x)d:c20
Pl0] = /1@f(x)dm: /dezo
PW] = /1Wf(a:)d:c: 1
P ZAi = /12;?;1Aif(ﬂ?)dl’
= /ZlAif(x)dm
LS [ fwde
>
[
Satz 47.2

0o .2
/ exp Txdaﬁ =27

— 00

Beweis. In der Einfiihrung haben wir gezeigt: Mit
t:(0,00) x (0,21) — R?,(r,a) — (rcosa,rsina)

gilt
fdi? = / f(t(r,a))rdrda
R2 (0,00) % (0,27)
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und

00 22 2 22 _yz
/ exp —dx = /exp —d:ﬂ/ exp —dy
oo 2 R 2 R 2
_2 g2
= —— exp ——dI?
/]R2 exp —— exp —
_ (72 2
= / exp 7(1 +Y )d12
R2 2

_ / exp (—r2 (cos? a + sin® a)) rdrda
(0,00) % (0,27) 2

—r2
= da/ exp <> rdr
(0,2m) (0,00) 2

2 _02
= 2m- (lim —exp+exp>

T —00 2 2
= 27

Beispiel 47.3 1.) Die Gleichverteilung auf [a,b] hat die Dichte

£(@) = = Ta(@)

—a

2.) Die Normalverteilung N (a,s?) hat die Dichte

) = ey (_@2_>>

3.) Die Dichte der Exponentialverteilung fir a € (0,00) ist

f(z) = a-exp(—az) - 1jp,00)(7)

Beweis. 1.)

1 1t b—a
/Rb—a [a’b](x)x b—a/a v b—a

2.) Mit
T —a
N S
r = sy+a
de = sdy
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gilt
o0 _ 2 [ee] 1 y2
Lexp _(1’@)) dil':/ ——exp (—2> dy:]_
oo V2ms 252 oo V2T

/ a e 1) (@)de = lim —e * +e % =1

xr— 00

3.)

— 00

240



48. X : (W,S, P) — (R,B) mit Dichten

Definition 48.1 X : (W, S, P) — (R,B) hat die Dichte f
< VreR: PX —oco,z]] = /m ft)de
e VAcB: PX-1(4)] = / F(t)dt
A

Beweis. Die beiden Mafe sind auf dem durchschnittsstabilen Erzeugenden-
system
{(—o00,2] : z € R}

gleich. m

Satz 48.2 Sei X : (W,S,P) — (R,B) mit der Dichte f und g : (R,B) —
(R,B). Fir

/\90X|dP=/jc lg(t)|f(t)dt < oo
gilt
Elgo X] :/gonP:/jo g(t)f(t)dt

Beweis. Sei A € B. Dann gilt mit der Rechenregel fiir die Integration im
(Ur-)Bildraum

/1A o XdP _ /1AdP[X‘1(-)]
- PIXH(A)]
Definition von f / La(t)f(t)dt

Sei > a;la, € T. Dann gilt

/En:ailAi o XdP
i=1

a; | 14,0 XdP
Yoo 1

= Zai/lAi(t)f(t)dt
-/ iailAi(t)f(t)dt
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Sei g > 0 messbar und g, € T mit g, T g.- Dann gilt

/gonP = /Hm gn © XdP
n—oo

= lim [ g,o0XdP

n—oo

n—oo

= [ Jim a0

n—oo

/ o(t) f(t)dt

Definition 48.3 Sei X : (W, S, P) — (R,B) mit Dichte f. Fiir
B = [ pif (e < o

gilt

Var[X] = /R(t—E[X])Qf(t)dt

Beispiel 48.4 (Erwartungswerte und Varianzen)

Dichte E[X] VarlX

) ) 1 a+b (b—a)?
Gleichverteilung ml[a’b] (2) ( : 5 5

1 T —a
N(a, s? exp | ———— a 52
(a.52) oo () :
Ezxponentialverteilung a - exp(—ax) - 1jo,c0)(7) - —
a a
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Beweis. a)

b
Blx] = [ afte)e = [ ot ds
le*GQ a+b

2b—a 2
b .2 3_ 3 2 2
pixy = [ b Prd
o b—a 3(b—a) 3
1
Var[X] = E(élb2 + 4ab + 4a® — 3a® — 6ab — 3b%)
_ P -2ebtat
B 12
~ (a—0b)?
B 12
b) Mit
= (z—a)/s
= su-+ta
dr = sdu
gilt
e’} 00 1 B 9
E[X] = / l‘f(x)dz = / x exp <_("E;“)) dx
—o0 —0 2ms S
1 o0
G / (su+a)e™™ 2 sdu
T8 J_oo
1 00
~ Von < lim —e /25— lim —e */2s+ a/ 6“2/2du>
T \U—7© U——00 oo
= a
und
Var[X] = E[X —a)?]
1 > (X —a)?
= X _ 2 o\ T d
s /_OO( @) exp ( 22 )
1 > 2
= T/ sPule™" 2 sdu
75 J oo
82 Py 2 ee} 5
== T ( hm 7’ll,€7u /2 — hm 7'11467“ /2 7/ (767’11, /2)du)
T \U—0 U— —00 oo

2
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EX] = / 210,00y (7)ae” *“dx
oo N
= lim —ze ** —O—/ —e “dx
r—00 0
1 1
= lim —e @ — ¢ 0 ==C
T—00 @ a a
E[X? = / rae” " dx
0

o0
— _x2e—ax|80_/ — e 9T
0

0 2
= 2/ xe”“dx = —F[X]
0 a

2 1 1
Var[X] = giﬁzﬁ

Beispiel 48.5 Sei P[X~!(-)] = N(a, s*) und c # 0. Dann gilt

P(X-b)7'()] = N(a—b,s?
P[(cX)"*()] = Nlca,c*s*)

Beweis. a) Sei P[Y~1(-)] = N(a — b, s?)

PIX-b<t = PX<t+}
t+b 2
B 1 (x —a)
a [oo V2ms P <_ 252 ) du
t 2
u—z—b 1 (u+b—a)
= exp (— 552 ) du
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b) Sei P[Y ~!(-)] = N(ca,c?s?) und ¢ > 0.

s 252 c
(u — ca)?
-\ d
/ 2mes xp( 2¢2s? “
PlY <{]
und fir ¢ < 0
t
PleX <t = P [X > }
c

_ (u — ca)?
B / 27rcs ( 2¢2 52 du

PlY <{]

Definition 48.6 a) Ein integrierbares f : (R™,B") — (R,B) mit f > 0
heifit n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte <—

[ Ja)e =/ [ s e,

b) X1,...,X, haben die gemeinsame n-dimensionale Dichte f <—
th,...,tni P[Xlgtl,,XnStn]

= / f(z)dx
(—00,t1]X... X (—00,ty]

/ / flx,. .. zp)day ... day,
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Satz 48.7 Xi,..., X, : (W, S, P) — (R,B) haben die gemeinsame
n-dimensionale Dichte [ <—

VA€ B : P[(Xl,...Xn)eA]:/Af(x)dx

Beweis. P ist festgelegt durch das durchschnittsstabile Erzeugendensystem
E ={(—00,t1] X ... X (—00,t,] : t; € R}
von B" = S(E). m

Satz 48.8 Seien X1,..., X, : (W, S, P) — (R,B) mit Dichten f;.
Xi,... X, sind unabhingig <—
Es gibt eine gemeinsame Dichte f und diese hat die Form

f(l‘l, s 75671/) = Hfz(xz)
=1

Beweis. "=
P[Xl S tla" -7Xn S tn]

= ﬁP[XiSM
i=1
n t;

= fi(zi)dz;
1_1/00 v3)da

(—oo,t1]x...x(

X (—00,tn] i=1

Somit ist []}_, fi(x;) die gemeinsame Dichte.

” L,
P[Xl Stlw"vXn Stn}
(—00,t1]X ... X (—00,tn] i—1
n t;
= H/ filwi)da;
i=1Y X
= HP[Xi < t;]
=1
]
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49. Faltung

Definition 49.1 Seien f,g € L' mit f >0 und g > 0. Setze
f*xg:R—[0,00),2+— / f(z)g(z — x)dx
R

Satz 49.2 Seien X,Y : (W, S, P) — (R,B) unabhdngig mit Dichten f,g.
Dann hat X +Y die Dichte f x g

Beweis. Da X, Y unabhéngig sind, haben sie die gemeinsame Dichte f(x)g(y).
Da f,g > 0 sind die Integrale vertauschbar und mit

Yy = z—z

dz = dy
gilt
PX+Y <t = PlY <t-X]
= /y o f(@)g(y)dedy

_ /_ O:O flx) /_ t:g(y)dydff
s=y+o /_Oo f(m)/t g(z — z)dzdx

- /_t: (/R f(_:)og(z - x)dx) dz

- " (Fra)e)dz

— 00

Satz 49.3 Seien X, ..., X,, unabhingig und P[X; '(-)] = N(a;,s?). Dann
gilt

P (ZX) () :N(Z%Zs?)

Beweis. Sei Y; = X; — a;. Wir haben schon gezeigt: P[Y;'(:)] = N(0, s?)
und Y7, ...,Y, sind unabhingig.
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: Mit

gilt

und

fxg(x)

Daher gilt

27(s? + s3)

5152

CET

5152
5152

dz =

2 2
V81 + 83 S2
Y -

s11/8% + 83

+ s%)) V2m
:S%))

P[(Y14+Y2)7'(1)] = N(0,s7 + 53)
X1+ Xo=Y1+Yo+a+a
P[(X1+ X2)7'(-)] = N(ar + ag, s7 + 53)
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n—on-+1:

P <ZX> () N(Zai,z.sf>

und Y7 | X; und X,,+1 sind unabhingig. Damit gilt

n+1 -1 ] n+1 n+1
P (ZX) () —N(Zai,ZL«:?)
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50. Die Verteilungsfunktion

Satz 50.1 a¢) F: R — R heifit mafidefinierende Funktion <—
i) F ist monoton wachsend.

i) F ist rechtsstetig: lim,, |, F(z,) = F(z)

b) F heifit Verteilungsfunktion <—

Es gilt zusdtzlich

lim F(z) = 1
T—00
lim F(z) = 0

Satz 50.2 Ist F eine mafidefinierende Funktion, so existiert genau ein Maf
mp auf (R,B) mit
mp((a,b]] = F(b) — F(a)

Beweis. Eindeutigkeit: Wegen

mp((—n,n]) = F(n)—F(—n) < oo

oo

U (=n,n] = R

n=1

ist mp abzdhlbar endlich und auf dem durchschnittsstabilen Erzeugenden-
system

{(a,b] : a,beR}U{D}

eindeutig.
Existenz: Zeige

n

mp: F' — [0, 00), Z(ai,bi] — ZmaX(O,F(bi) — F(a;))

=1 =1

ist abzéhlbar additiv.
1.) mp ist unabhingig von der Darstellung. Sei

n

> (aibi] = Z(Cj»dj]
Qi1

=1
Vi<i<n-—-1:a <
Vlgjgm—l:cj‘ < ¢jt1

Seien M; maximal und N; minimal mit

VI<j<M;VN;+1<j<m: (a;,b]N(cj,d;] =0
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Wegen

(cjsdil N (cjv1,dja] =0

gilt fiir festes i und M; < j < N;

j=M;+1

N;
((ai,bi] = Z (ai, bi] N (Cj7dj]) = (dj = ¢j11)

und somit

mp ZZ(aiabi]ﬂ(%dj]]
_1:1 j=1
mg Z Z(max(ai, ¢;), min(b;, dj)]]
L i=1j=1
n M;
S D0, da (@i bi N (cj,dy] =0
i=1 \j=1

+F(min(b;, dag, +1)) — F(max(ai, car,+1))

=dm,;+1 =a;

+ Z (min(b;, d;)) — F(max(a;, c;))

j=M;+2

=d; =c;j
+F(min(b;,dy,)) — F(max(a;, cn;,))
———— —_———

=b; =cn;

+ zm: O, da (a,-,bi] (C], } = @)

j=N;+1

F(dn,4+1) — Fla;) + (F( dj )—F(c)))
2:: ) jz%;ﬂ P

7CM +2 =Cj+1

+E(bi) = Flen,))

> (F(b) = Flai)) = mp [Z(ai’bi]l

i=1
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Genauso zeigt man

2.) mp ist endlich additiv.

mp [Z(%bi]] = Z(F(bi) —F(a;)) 20

i=1

>0
mpld] = mr[(ai,a]] =0
mpg [Z(ai»bi] + Z(Caadj]]
i=1 j=1
= Y (F(bi) - Flay)) + Z(F(dy) — F(c;))
= mpg Z(ambi} +mp |:Z(ijdj]]

3.) mp ist abzdhlbar additiv <= F ist rechtsstetig.
7= Sei € R beliebig und (x, ), monoton fallend mit lim, . z, = =.
Wegen

F(z) - F@) ™= mpl(z,n])
xgém mp lLJ(xn,xlﬂ
(@nyza]T T}LH;O mp[(zn, 21]]
D:ef nh—{%o(F(xl) - F(xn))
= F(a1) - lim F(zy)

xnlx

ist F rechtsstetig:
"< a) Sei (a,b] = 7 (an, by] und € > 0 beliebig.

n=1
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<" Es gilt

N N e’}
YN eN: Y mplan,by]] = mp [Z(an,bn]] <mp [Z(an,bn]l

ZmF[(anvan < mp [Z(anvbn]‘|

?>": Da F rechtsstetig und monoton steigend ist, gilt

36>0:0 < F(a+5)—F(a)§g

VR N8> 0: 0 < Flby+8,)— F(b) < ooy
Damit gilt
mel(a,0]] = F(b) - F(a)
Fb)—F(a+d)+ F(a+9d)— F(a)
mrl(a+ 8,6 + 5

mp[(an, by +0,]] = F(bn+6,) — Flay)
= F(by,+d,) — F(b,) + F(b,) — F(ay,)

mF[(ana bn“ +

IN

IN

2n+1
Da [a + 0, b] kompakt ist, gilt
(a’ b] = Z(am bn]
n=1
[a+0,0] C U (G by, + 01)
—— o —
kompakt offen
N

dN € N: [a + 5, b] C (an7 by, + 577,)

3
Il
—

C =

dN e N : (CL + 5, b] - (arL7 by + 6”]

1

3
I
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Das ergibt,

mp|(a, b]]

< mal(a+ 8,6 + 5
(a+68,b)]CUN_, (an,brn+3n] N
2 mp lU(an,bn+5n] +%
n=1
N €
< Zmp [(an,bn+§n]}+§
n=1
N c N
< TLX_:I mpr [(ana bn]] + 5 + nZ::l
< ZmF [(@n,bn]] +€

n=1

Da e > 0 beliebig ist, gilt

b) Fir

mel(ab]] < Y me((an,by]

mpg [Z(ana bn}‘| = Z mg [(anv an

n=1
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gilt

oo kn m
mpg [Z Z (ajn,bjn]] Vor g lZ(ai,bi]l

n=1j,=1 1=1
m
== ZmF [(a/l)bl”
i=1
m oo kn
= > mp |(ab]N > > (ag,,bj,]
i=1 n=1j,=1

m  kn 00
= Z mp [Z(max(amajn)»min(bivbjn]]
—1j=1

oo
Zmp [(max(a;, aj, ), min(b;, b;,]]
1j=1n=1

m  kn

o0
= E mpg E (max(a;, aj, ), min(b;, b;, |

n=1 z 15=1

e’} kn

= z :mF Z :ajn Jn

n=1 ]:

—

]
Satz 50.3 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R,B). Dann heifst
F:R—[0,1],2 — P[(—00,z]]
Verteilungsfunktion von P und es gilt
mp =P
Beweis. Sei 1 < x2: Wegen
F(x3) = F(z1) = P[(=00,22]] — P[(—00,21]]
= Pl(z1,22]] 20

ist F monoton steigend.
Sei (x,), monoton fallend mit lim,,— . x, = x. Wegen

A ) = (@)= Jy Pl o]

(z, xn]]



ist F rechtsstetig. Wegen

ih_}rgo F(z) = PR]=1
im F(x) = PO =1
mp((a,b)] = F(b)—F(a) = P[(a,b]]

und da (a, b] ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von B ist, gilt
ﬂlp'::])
]

Satz 50.4 Sei F massdefinierend.
a) Es gilt
mi({e}) = F(a) ~ lm F(y)

b) F hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

¢) mp({z}) =0 < F ist stetig in .

d) Sei W abzahlbar und X : (W, P) — R. Dann ist F eine Treppenfunktion
mit den Intervallen [x;,x;11) als Stufen und P[X = x;] als Hohe der Stufen.

Beweis. a) Sei (), monoton wachsend mit lim, . 2, = z und z,, # x.

mel{z}] "2 me [mzmx]]

n=1
= lim mp [(zn,]]
n—oo

= F(x)-— }11%17 F(xy)

b) Da F monoton und rechtsstetig ist, existieren nur Unstetigkeitsstellen
vom Typ
F(z) — li%nF(y) >0
Yy|x
Wegen 0 < F(z) <1 gibt es hochstens n Sprungstellen der Héhen h > %
Die Menge der Sprungstellen

oo

nL:Jl {x €R: F(z) - lmF(y) > le}

ist somit abzdhlbar.
c¢) Da F rechtsstetig ist, gilt

F ist stetig F ist linksstetig

lim F(x,) = F(x)

znTa

mp[{z}] =0

= 17
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d) P[X = z;] >0 <= F macht in z; einen Sprung der Hohe P[X = z,].
[
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51. Der Zentrale Grenzwertsatz

Satz 51.1 Seien V.Y, : (W, S, P) — (R,B).
1.) Gleichwertig sind:
a) Fiir alle Stellen, an denen Fy (x) = P[Y ~1(—o0, ]| stetig ist, gilt:

lim Fy, (z) = Fy(z)

n—oo
b) Fir alle f € Cp(R) sodafs lim,_. 1o f(x) existiert, gilt

lim E[foY,]=E[foY]

n—oo

2.) Ist Fy stetig, so ist gleichwertig zu a) und b):
lim || Fyn - Fy ||Oo: 0

3.) b) = a) folgt auch fiir eine Folge von C*°-Funktionen, die 1(_ ¢ bzw.
1(—oo,c—5) néhert.

Beweis. a) = b): Da Fy monoton steigend ist und

lim Fy(z) = 1
lim Fy(z) = 0
r— —00
gilt
€
JaeR: Fy(a) < 3
BeR: Fr(b) > 172

Wihle a,b als Stetigkeitsstellen von Fy. Das geht, da Fy nur abzdhlbar
viele Unstetigkeitsstellen hat.
Da die Fy, monoton steigend sind und wegen

lim Fy, (x) = Fy(x)

gilt

Fyn (a) < €

AN e NVn > N : { Fo(b) > 1-¢

Da f € Cy(R) auf [a, b] gleichmibig stetig ist gibt es eine Unterteilung

a=c1<...<c,=0b
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sodafl
Va € [cimr, ] 0 f(e) —e < fla) < fle) +e
Die ¢; seien als Stetigkeitsstellen von Fy gewéhlt. Das ist moglich, da Fy
nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen hat.
Da f € Cy(R) existiert || f |loo und es gilt E[|f o Y,|] < oc.
Damit ergibt sich

k
E[f © Yn] = E[f oYy l{YnSCI}U{Yn>Ck}] + ZE[ f oY, 1{0i—1<YnSCi}]
<Iflloe = <flete
< | flloo Elgy, <ei}+{Ya>er))
k
+ Z (f(cz) + 5) E[l{Ci_1<Yn§Ci}]
=2
—_———
:17P[Y"§ck]
k
JFZ(f(Q‘) +¢)Plei—1 <Y, <g¢]
1=2
< N flleo | Fy, (1) +1 = Fy, (ck)
<e >1—¢
k
+ Z flei) (Fy, (ci) — Fy, (ci-1))
=2
k
+e > (Fy, (ci) — Fy, (ci-1))
=2

k
EfoY,] < 2| [ lloo+ Y flci) (Fy,(ci) = Fy, (ci-1))

+e (Fy, (cr) —:FY,L (c1))
k -
< > flei) (Fy,(ci) = Fy,(cic1) + (142 || £ [ls)
=2
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Genauso berechnet man

k
E[foYa] =) f(ei) (Fy,(ci) = Fy,(ci-1)) = e(1+2 || f [loo)

=2

d.h.

k
E[foYo] =Y flei) (Fy,(ci) = Fy,(cim1)| < e(1+2 f o)

=2

Mit der selben Rechnung fiir Y ergibt sich

k

E[foY] =" fles) (Fy(ci) - FY(CM))‘ < e(1421 f [lo)

=2

Da Fy in den cy,...cj stetig ist, gilt mit der Voraussetzung

Tim |B[foY,] - E[foY]]

IN

=2

k
Jim > fle) (Fyn(@:) — Fy(ci) + Fy(ci—1) — Fy, (Cz‘—l))

—0 —0

F2e(1+ 21 f lloo)
< 2e(1+2 f o)

und da € > 0 beliebig war, gilt

lim |E[foY,] - E[foY] =0

n—oo

b) = a): Zu c € R, 0 > 0 wihle ein g, h € Cp(R) mit

1(—00,0] (l’) < g(z:) < 1(—oo,c+5] (‘r)
1(7oo,c75] (l‘) < h(.]?) < 1(700,0] (m)
z.B.
1 fiir t € (—o0, ]
g = 1—14¢ fiirt e (c,c+ 4]
0 fir t € (c+ 0, 00)
1 fiir t € (—o0,¢ — ¢]
h = 1= fiirte (c— 6,
0 fiir ¢ € (¢, )
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Dann gilt fiir alle n € N

limsup Fy, (¢) = limsup P[Y, <
= limsup E[l(_o g 0 Y]

n—oo

IN

limsup E [g 0 Y,,]

ElgoY]
E[l(,oochﬂg] (¢] Y]
PlY <c+ 9]
Fy(c+9)

IIA IS

und

liminf Fy, (¢) = lim P[Y, <]

n—oo n—oo

liminf B [1(_o ¢ © V2]

n—oo

liminf E [h o Yy,)

n—oo

Y

<
e
b

E[hoY]
ElCoocs o]
PlY <c¢ -]

= Fy(C — (5)

Y

d.h.

Fy(c—46) < liminf Fy, (c)

n—oo

< limsup Fy, (c)

n—00

< Fy(c+9)

Da c eine Stetigkeitsstelle von Fy ist und da § > 0 beliebig war, folgt

%F&Fy(c—zﬂ = Fy(c)zlgﬁ)le(c—Fé)
lim Fy, (¢) = Fy(c)

a) = c): Seie > 0.

JaeR: Fy(a) <

N O

JeR: Fy(b) >

=~ ™
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Da F stetig ist, ist es auf [a,b] gleichmakig stetig und es gibt eine Untertei-
lung
a=c1<...<c¢c,=b

mit -
V2<i<k 0<Fy(cl)—Fy(Cl_1) <1
Wegen
lim FY (Ci) = Fy(Cl)
gilt

INENVA>NVLI<i<k: |Fy () — Fy(e)| < Z

Da Fy, und Fy monoton steigend sind, gilt Vn > N Vz € (—o0, ¢1]

0 < Fy(x)ng(cl)<i
0 < Fyn(x)ngn(cl)<Fy(cl)+%<g
|Fy (z) — Fy, (z)| < [Fy(x) = Fy(a)|+ [Fy(c1) — Fy, (c1)]
+ |Fy, (c1) — Fy, (v)]
< E—i—§+£—e
4 4 2

Da Fy, und Fy monoton steigend sind, gilt Vn > N Vz € [cg, 00)

1 > Fy(m)sz(ck)>1—i
13
1 > FYn(x>ZFYn(Ck)>FY(Ck)—Z
13 & &
> =37 317173
|Fy (x) — Fy, ()] < |Fy(x)— Fy(ck)|+ |Fy(ck) — Fy, (ck)]
+ | Fy, (cr) — Fy, (2)]
< §+§+§*s
4 4 2
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und fiir € [¢;, ¢i41]

Fy,(c;) < Fy,(z) < Fy,(cit1)
Fy(ci)) < Fy(z) < Fy(civ1)
Fy, (z) = Fy(z) < Fy,(cit1) — Fy(c)
= Fy,(ciy1) — Fy(cit1) + Fy(cip1) — Fy ()
13 &
< Z + Z <e€
Fy,(z) — Fy(z) > Fy,(c;) — Fy(cit1)
= Fy,(ci) = Fy(ci) + Fy(ci) — Fy(cit1)
£ g
> —Z — 1 > —¢
|Fy (z) — Fy, (z)] < e
d.h.
Ve >03IN eNVn>N: sup|Fy(z) — Fy,(z)] < ¢
z€eR
lim ||Fy 7Fyn oo,R 0
c)= a):

lim || FY - Fyn ||oo: 0

= VzeR: lim Fy, (z)=Fy(2)

n—oo
3.) Mit dem selben Beweis wie b) = a). Dass es solche C*°-Funktionen gibt,
zeigen wir im letzten Satz dieses Kapitels. m

Bemerkung 51.2 Wo geht ein, dasslim,_ 1 f(x) existiert? Reicht nicht,
dass [ stelig und beschrinkt ist?

Satz 51.3 (Der zentrale Grenzwertsatz) Seien Z; : (W, S, P) — (R, B)
unabhdngig mit

Vi#j: PlZ7'()] = PlZ7'()]
VarlZ] = v>0
Zi —m
X; = NG

R, = %ZXi

Dann gilt
Ve eR: lim Fg-(z) = N(0,1)((—o0,x])

n—oo
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Beweis. Es gilt

ElX,] = E[Z%m —0

_Var[Z;—m]  VarZ; _

BIX?] = Varl] = =5 = gl

Sei (Y;); unabhingig und unabhiingig von (X;); mit P[Y; ()] = N(0,1).
Fir

1 n
T = — Y;
. \/ﬁ;

gilt
n -1 1 n n
P ( }g) ()] = N(ZO, 1>—N(O,n)
i=1 ] i=1 =1
1 & BN 1 1
P — Y; = N|—-0, n|] =N(0,1
(ﬁl_l)o ( ﬁ2> .1
P(T;)"'()] = N(0,1)
Fir .
W, L SX + L i Y.
imn = L~ J
fj:l \/>J—i+1
gilt
Xi_ Y;
Wi_l,n“‘wl—\/ﬁ - Wi,n
Xi1 Y;
i—1,n = Wzn -
Wizin + Jn , +\/ﬁ

Wihle f € Cp°(R), das 1(_ ) néhert, wie im letzten Satz dieses Kapitels.
Dann gilt

| flle < oo
| f/ ||oo < o0
[ f" e < o0
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und

foR,—foTy;
1 n 1 n
=Y Xi|—f|—=D Y

B X Y
d (W“*"*ﬁf (meﬁ

n

:Wi—l,n-ﬁ-xj’/%l
Xo Yoo . . . .
Da NN klein sind und f glatt ist, verwenden wir eine Reihenentwicklung
von f
Win :
d ( ot Jﬁ)
X, 1 X\’ X;
= Win /Winiz ’ //Win —= :
FWi) + £ T+ ) (32) 0 (22)

mit einem s : (W, S, P) — ([0,1],B](0,1) und mit

Xi _ Xzz 7 : Xi " :
() = () i)
Xi Xz2 1"
P < T e

Diese Abschétzung fiir |r| ist noch nicht gut genug.
Da f” gleichmé&Rig stetig ist auf [0, 1], gilt

N

Ve>036>0: (lz—yl <d=|f(z)— fly)| <e)

. X
b fur —= < 1
d ur N o<

Xi 21 7 Xi 1
Hﬁ)‘ < x2ls (Wi,ﬁsﬁ)—f (W)
<e

IN

€ 2
ZX:
n
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und somit

Wegen

und da X;,Y; unabhéngig sind, gilt
E[f o Ry] = E[f o T]

- Z E |:f(len) + f/(Wi,n)
=1

L) (fjﬁ) or (5)
— f(Win) — f’(WmL)E _ lf”(Wm) (Yz>2 . ( Y; )

Jn 2 Vn Vin
unabhiingig Zn Elf' (Win)] 1_EIY;
- im1 vn (EWPOQ] EDO/L] )

Es folgt

|Elf o Ry, — fo T,

S E e

e g
= E[X7 1 x,1<ms] + D = BV 1y, < yms]

(]

=1 =1
<E[X?]=1 <E[Y?]=1
7 Nlo.1,00 5 2
+> Y (EIXP x5 ms] + EY 1y, 5 vas))
=1

IN

2e+ || " o100 (BIXT1ix, 5 vms) + B[V vy 5 yms))
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. 2
nh_{go E[X7 1|X1|>ﬁ5]
= Bl - lim B XPLx < gm)

morgton E [Xlz} -F [X121\X1|<oo]
= 0

folgt da € > 0 beliebig

Ve >0: lim |E[fo R} —E[foT!]] < 2
lim |E[foR}]—E[foT}]] = 0
lim |E[fo R, = E[foVi]] = 0
und somit
Vex € R: lim Fg:(x) = N(0,1)((—o0,x])
|

Satz 51.4 Es existiert ein unendlich oft differenzierbares

1 fir p € (—o0,d]
g:R—=1[0,1],p— ¢ €(0,1] fiirpé€ (c,c+9)
0 fiir p € [c+ 6,00)

Bewels. Setze

iR Rt ) P (7@_0)(}1_6_5)) te(c,c+0)
0 t € (—o0,cUle+d,00)
Seit ¢ {~1,—2}. Da

0:R—-R,t—0

exp: R — Rt — exp(t)
1

R Rt — ——

(e}~ Rt

1

R SRt
Metd} =Rt ==

unendlich oft differenzierbar sind, gilt

vVt € R\{c,c+ 6} : g1 ist unendlich oft differenzierbar
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Zeige: Fiir ¢t € (c,c+9) gilt

" 1 1
N €N Jag; € R ﬁgl_glizlai’j(t_c)i (t—c—o)
n=1
o -1
ES X
o P\t—ot=—c-9)
d 1 -1 1 ~1
@ T NG —c—02 t—c—d(t—c)
n—n-+1:
dnH!h
dtrn+
N
d 1 1
o (glijz_la’%—c)i <t—c—a>a)
1 -1 1 -1
= gl.
t—c(t—c—¥8)?2 t—c—45({t—c)?
i 1 1
ij=1 Yt =) (t—c— o)
N
—1 1 1 —j
P (ot T
N/
L1 1
= g Q; ; - —
11_;:1 T —c)i (t—c—6)i
Wegen Vn € N
tlim t"exp(—t) = 0
po L -1 .
1m -——— ex =
et —or P\t =)t —c—9)
-1
lim —— _
tiﬂa(t—c—(s)neXp((t—C)(t—c—5)> 0
gilt
. d"g1 o .
lim S8 = 0=gi(c)
d"g

Jim T O = 0=gqilc+0)
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und somit ist g1 unendlich oft differenzierbar. Damit ist

fioo a(s)ds [ = 0 f{lr t € (—o0,c
g:R—1[0,1,t— Z2——2< €(0,1] firte (c,c+9)
Joem(s)ds | fir t € [c+ 9, 00)

unendlich oft differenzierbar. m
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52. Ein starkes Gesetz der grollen Zahlen

Sei m ein endliches Maf.

Definition 52.1 Fir a > 0 setze

la] = max{ne€Np:n <a}
[a] = min{n €Ny:a<n}

Satz 52.2 Fir f: (W, S,m) — (R,B) mit f >0 m-fast sicher gilt

i}ﬂfZM < [ sim

> mif >nj

n=0

[ gam= [l = i

Beweis. a) Fiir | f],[f]: (W, S, m) — Ny gilt

IN

und

mf >n] = im[k§f<k+1]
k=n

Zm[on} = ZZm[k§f<k+1]

n=1k=n

= ik-m[k§f<k+1]

= fbwm

und

m[f>n—-1 = Zm[k71<f§k]
k=n

mlf>n—1 = Y Y mlk—1<f<Hk

n=1k=n

hE

3
I
=

= ik-m[k—1<f§k]

k=1

= [ i11dm
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und somit

n < f(z)<n
max{n € N: n< f(z)} < f(z) <min{n' eN: f(z) <n'}
Lfl < fF<If]
/Ldem < /fdmg/mdm
Zm[fzn] < /fdeZm[f>n—1]
n=1 =
b) Sei e > 0,k € N. Wegen
n n+1
2?171 nt+1=</fly n+1 SQTln n+1
¥ w 7
gilt
1 oo
o = 72 [f1f>5 k}
= 2722 _]<f1f252 <]+1]
n=1j=
= —an~m[n§f1fZ€2k<n+1}
n=1
Def
=S G i
<
= Z/2k1f>s n+1dm
n=0 2k—f ok
< /fleEdm
n+1
S Z 2 1f>51 n+1dm
<

Z/n+11f>€

o9k <<

1
n+1dm+27/1f2510§f52_kdm
2k
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1
- Z/2k1f>5 n+1dm+/2k1f>azl n+1dm

2k 9k n=1 2k,f< ok

+2ikm[s§f§2*]

w
=]

1 1 B
a2+27/1f251[27k§f<00)dm+2—km [ESfSQ k}

1 _ 1 B
< ai+2—km[f2max(5,2 k)]—s—Q—km[ggfgz ’f]
Wegen
1 n—+1 H;I n+1
ka[f_ 2k} - / m{fz ok }dt
oF
n+1
ok
< / m[f > t]dt
ok
n-:l
27 n
< —|dt
= /1 m{f—%}
-
1
= g |f2 5]
gilt
aj, — ST [f > max(e,27")]
1 <& n 1 — n+1 n
- Fam [f1f>s_k}2,czm[ T
=1 n=1
— 1 Jntl

n=1

oo

[

ING

—

(n+1)27F
m{fly>e > t]di = Z/ m[flys. > t]dt
/2F n2
1 n
%M [fleE > ka}

@

INE
gk

Il
S
o ||
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und somit

0 S / m[fleE Zt]dt—/flfzedm’
0
< klim / m[fleEZt]dt—/ m[flyse > tldt
—00 0 2%
+ lim / m[flyse > t]dt — aj,
k—o0 2% -
+ lim ai—/f1f>5dm‘
k—o0 -
< lim im[W]—F lim im [f > max (g,27%)]
— koo 2k ~—— k—oo ok _ ’
<o <oo
.1 _k .1 K
+kli>no1027m [f = max (£,27")] +khf01027m[5 < f<27]
<o <oo
=0
d.h. -
/ m[flfzg > t]dt = /flfzgdm
0
Wegen
fly=e >t <= f(w)>eund f(w) >t
= fw)=t
{fweW: fw)ljs1(w) >ty < {weW: f(w)>t}
(A=t} 1 r2n
fle% 7 f
gilt
o S.0
klingo ; m[fle% Zt} dt = klingo/flfzidm
/ m[f >t)dt = /fdm
0
]
Satz 52.3 a)
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b) Seien X,, : (W, S, P) — (R,B) mit Vi,j : P[X;*(-)] = P[X;*()]. Dann

gilt

Beweis. a) Sei z > 0 beliebig. Wegen

1 1
Vit 1]: —m— < =
€lhn+ll: 09 = g
1 n+1 1 n+1 1
S ——dt < —dt
) et <
o0 o0
1 1 1
1 e |
< E-FZ/W zdt
1 > 1
= ﬁ*/m z
1 1 2
= S +—-<=
m m = m
gilt
m = min{fneN: n>uz}
1 z<m 1 2
xZﬁ < m n—gm—:2
n>x n=m
. 2 .
b) Mit f = (X, 1)x,|<n) und m = P gilt
/fdm = / m[f > t]dt
0
E[(Xalix,<n)’] = / P [(Xnlix,1<n)?* 2 1] dt
0

Mit t2 = z und dz = 2tdt und

Ve >n: {|Xnllix,<n > 2} =
Vo >n: P[|Xa|lix,<n =] =
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gilt

E[(Xnlix,1<n)"] = 2P [|Xnllix,|<n 2 @] du

n

2¢Pn > |X,| > z]dz

n

PIX; M ())=PIX[ ()]
< 2¢P[|X1| > x] dx

Il
o— S

Sei

m

fim(z) := 2z P[|X1] > 2] Z

n>z
Dann ist (f,,)m monoton steigend und

=
=
~
3
—
¥
U
8
I

20 P[|X1| > 7] Z
n>x

IN

Pl|X1] = ]
Damit lassen sich Summe und Integral vertauschen.

ZE[(thXMSn)] < Zn2/ Lio,ny ()22 P[| X1| > a]dx

2
n
n=1 n=1

n=1

° 1
= 2 Pl X;] > —d
| Pz ey e

n>x
N—_——
<2

o0
< 4/ PlIX1| > «lda
0

- 4/|X1\dP

= 4BE[X4]
|
Satz 52.4 Firn €N sei X, € L' mitVi,j: P[X;'(-)] = P[X; ()]
a = F[Xi]
Yo = Xn-lix,<n
Lo
nler;OﬁZ:Yl = a P-fast sicher
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Dann gilt
1 n
li —g X; = a P-fast sich
nergoniZI a P-fast sicher

Beweis. Wegen Y, = X,,1x, < gilt mit f = |X,| und m = P

S PIX, #Y.)] - S P[] > )

n=1
< > PlIXa| > n]
n=1

PIX; ' ()]=PIX{ () i
= P[|X1] > n]
n=1

IN

/|X1|dP — B[|Xy]] < o0

Mit dem 0-1-Gesetz folgt

PlUNI =Y} - 1

n=1i>n
PlweW: IneNVi>n: X;(w)=Y;(w)}] = 1
d.h. 3A € S mit

P[A]=0

Vw € A€ Ing Vi > ng : Xi(w) =Y;(w)
1 n

A% lim =) Yi(w) =
Yw € ngrgon; (w)=a

d.h. Vw € A€ ¥n > ng :
i Yi(w) =3 Xi(w) 3550 Yi(w) — 3070 Xi(w)

n n
und
1 n
vw e AC lim =) X;
we i, 2 2 Xiw)

i=1

1 <& 1 <& 1 <&
= dim (=) Xi(w) - =YV lim — )Y
i (2320 3w ) ¢ i 23w

1 no 1 no
= lm (=Y Xiw) - =Y v
e (n ; () n ; (w)) ta

= a
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Satz 52.5 (Ein starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Seien X,, € L' paarweise unabhdngigmitVi,j : P[X;'(-)] = P[X
Dann gilt

1 n
lim — ZXi = E[X,] P-fast sicher
=1

n—oo N 4
Beweis. Sei Y, = X, 1x,|<n-
Da (X,,), unabhingig ist, ist (X;"),, unabhingig. Sei also X,, > 0.
1.) Sei X,, >0, > 0,m € N und

VneN: k, = |[(1+¢)"]
= max{meNy: m<(1+¢)"}

Dann gilt

= 7lnm =min{n € Ny : 7lnm <n
T e | " l+e) =

Da In und exp streng monoton wachsend sind, gilt

kn=1142)"]>m (1+e)">m
nln(l+¢)>1Inm
Inm

>
"= In(1+¢)

N Inm
et = In(1+¢)

I 117
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Das ergibt

1 Def 1
Lo 9P

kn2m L(1+e)™ | >m

IN

n>ngo

1
4Zm

4 1
 (L4e)? HZ:% (14¢)2n

1 1
4
(1+¢€)2m0 1 —
1 1

—
1= g m?

1
(1+e)?

4

IN

2.) Wegen
ElY?] = E[Xlix,<n] < E[n’lw] =n*><oo

n

existiert VarY,,. Sei § > 0. Fiir

Tkn = Z Ym

m=1
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gilt

Z [Tk, — E[Tk,]

n]

< P[|[Ty, — E[T,]| = 0kn]
n=1
> Var[Tkn]

< > 5
n=1 n

n=1 n
(Y )m paarweise unabhingig 1 > 1 b
= 672 Z k72 VCL’I’D/"L]
n=1 "™ m=1
Var[Y1] 1 Var[Ys] 1
- 52 [l [
kn>1 " kn>2 T
1 — 1
= 57 VCL’I"[Ym] E
"= B2 B 2<Blyz) P2
1 4 =1
- T 3 B [ Plixin]
1 m m|<m
021 — =L ; m2
<4BE[|X41]]
< [e%e]
Mit dem 0-1-Gesetz gilt
T, T
V6>0: P U N {Mg5} =1
m=1ln>m
T — BT,
V6> 0: P[{weW: IneNvVR>m: | ’“"(w)k (7] <5H -1
n
T — BT,
Vo>0: 0< lim M < § P-fast sicher
S Y- B[ Vi)
lim 2 = 0 P-fast sicher

279



3.) Da (X11x,<n)n monoton steigend mit Grenzwert X; ist und > 0 ist,
gilt

E[X)] = E[nm X1lx,<n

n—oo

lim E[X11X1<n]

n—00 -
V8>OE|’I7,0 VZ'Z’I?,O: E[X11X1>i] < €

und

k
1 &
YVe>0:0 < H;E[Xﬂxlm‘]

1 no 1 kn
= D EXlxsd+ o Y0 ElXilxs

=1 " i=ng+1

A
|
=
s
_|_

und

P[Xfl(')];P[Xf1(~)]

Das ergibt

o 21 Y [Ziﬁle} — E[X)]

n—oo kTL
Sy, Y Y- B {ngl 5@} 1
Zi=1 ¥ + lim —F
n n—00 kn n—00 Rp

lim = lim
= E[X;] P-fast sicher

kn

DY

i=1

n—oo

4.) Aus

|A+e)"| =k, <m+1

m
M |1 +e)" " =kpyr < M +1

IAIA
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folgt

m <
kn+1
P
<
<
AN Vn > N : kz—'_l <
Damit folgt flir n > N
Vkn <1 <kpiq:
<

Y 20,kn <I<kni1
<

Vi20kn<i<knps ] e
<

<
und
1 1 o

M4 0: lim — Y, <
€= 1+25n5§okn; =
<

E[X4]
Ve >0: <
c 1+2 —
<
EX,] =
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!

li Y; P-fast sich
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Mit dem Satz vorher folgt

1 n
lim — ) X; = E[X;] P-fast sich
ningonz [X1] P-fast sicher

i=1
d.h.
lim li(X*—Xf) = lim liX*— lim liX7
n—oo N =1 v v n—oo n i1 v n—oo N =1 v
= E[X]-F[X]
= EXi]
(]

Satz 52.6 Seien X1, Xo,...: (W,S,P) — (R,B) paarweise unabhdngig
Vi,j: P[X; ()] = P[X;'(-)]. Dann gilt

? J

1 n
lim sup sup |— Z 1x,<z — P[X1 < z]| =0 P-fast sicher
i

n—oo xzER

Die ezperimentelle Stufenfunktion L 3" | 1x,<, néihert sich in || - || be-
liebig genau der Funktion x — P[X; < x]

Beweis. Sei € R. (1x,<4),, bzw. (1x,<.),, sind paarweise unabhingige
Familien. Nach dem starken Gesetz der groken Zahlen gilt

I1x, <= €L! paarweise unabhiingig

E[lx,<5] P-fast sicher

i=1
= P[X; < z] P-fast sicher
. 1< 1x, <o €LY paarweise unabhingig .
lim — Z 1x,ca o = E[1x, <. P-fast sicher
n—0o0 1 4 !
i=

= P[X; < z] P-fast sicher
Sei N € N. Unterteile [0,1] durch

ViI<j<N-1:¢ = inf{xER: P[Xlgx]zz‘i]}
und setze
1 n
Rn = 1§§n§%$f(71 ( EElXiSCj 7P[X1 S Cj]

+

)

1 n
L e - Pl <o
=1
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Dann gilt fir j =2,...,N —1und ¢j_1 # ¢;

lim R, = 0 P-fast sicher
J—1J
Va € [Cj—17cj) : P[Xl < «I] € |:N, N>

J—1 7
Cj—1 7é cj = P[Xl < Cj] S |:N, N:|

Sei ¢j_1 # ¢;. Dann gilt Va € [¢j_1,¢;)

1 n
- D lx,<e — P[X) < 1]
=1

z€lej_1,¢5) 1 <
< - > Ix,ce, — P[X1 < ¢+ P[X1 < ¢j] = P[X) < 2]
- 4] elsA
1
< R+

und
1S 4 X;<

x€lcj—1,¢5) 1 —
PlX; <x]—— Z Ix,<c;, + P[X1 <cj1] + P[X1 < ¢4
——— N i1 N———’

el %) - i
1
< Rn ANT
S + N
und
1 n
Vo € (—oo,¢e1) : — Z 1x,<: — P[X1 < 2]
n =1 - N————
€lo, 1)
< 1! zn:1 P[X) <]+ !
= ey — c —
< n 2 X;<c1 1 Uty
€lo, %]
1
< R,+ —
< + N
PG <] 1371
1 <zx]— - Z X<z
=1
1
§ P[Xl < Cl] = N



und

1 n
Vr € [en—1,00) : Eleigw — P[X; < 1]
i=1
1
< 1-PX;<en-i] = N
_N-—-1
- N

1 n
P[Xl S LE] — E g 1X¢§ZE
=1

1 n
< = Axigen o — P S eyl + PLXG < eny]
; —
i=1 _N-1
- N
+ P[X; < z
————
e[*F 1]
1
S Rn + N
d.h.
] 1 n
VN e N: lim sup sup *21X1;<w—P[X1 < z]
n—oo zeR ([T i1 -
1 . .
< i + lim sup R,, P-fast sicher
! P-fast siche
= — P- icher
N
1 n
lim sup sup | — z 1x,<e — P[X1 < 1]
n—oo zeR|N i—1 -
= 0 P-fast sicher
[

Nun haben wir die notwendigen Sétze fiir die Statistik bewiesen.
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53. Ein Wartezeitenprozess

Ab dem Zeitpunkt Null sollen in [0, c0) zufillig Punkte auftreten. Fiir
N :{(a,b] : a,b € R} — Ny, (a,b] — Anzahl Punkte in (a, b]

soll gelten:

(1) N(s,t]+(t,’u] = N(s,t] + N(t,u]
(2) Vs,s €[0,00)Vu € (0,00) :

P [(N(s,s+u])71 ()] =P {(N(s/,s/+u])71 ()]
(3) Fiir Z (si,t;] sind N, ¢, -+ Nis,, ¢,) Unabhéingig.
i=1

P[Ni > 2
(5)  limsup PlNoea 22 _ 0
el0 €
Satz 53.1 Fir
P |N, > 2
C — lim [ (0] = ]
e€l0 IS

gilt
P [3 Doppelpunkt in (0,1]] = 1 — exp(—C)

Insbesondere gilt
(5) = P[3 Doppelpunkt in (0,1]] =0

Beweis. In der Einfiihrung haben wir gezeigt: Fir limy_,o ap = a mit
ko Yk > ko : ar # 0 gilt

lim (1 - %)k = exp(—a)

k—o00
Wegen
Jr<j<ont—1: N(j‘2_<n+l)’(j+1)2_(n+1)](w) >2
= d1<k< 2" —1: N(k277z7(k+1)27n] >2
gilt

2" —1
( U {N(mfn’(kﬂ)gfn] > 2}) ist monoton fallend
k=0 n
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Das ergibt

monoton fallend

P[A]=1-P[A°]

(3) una_bhéingig

@

2"P [N(O,Q*’ﬂ] 22] >0

Satz 53.2

Beweis. a) Fiir

P [3 Doppelpunkt in (0, 1]]

PVvneN30<k<2"—1:

oo 2™—1

n=1 k=0
2" —1
lim P U {Noar w12 = 2}
k=0
2" —1
1= lim P < U {Nkz-n (k+1)2-7] > 2}
k=0
2" —1
1-— nh—>n;oP po {NkQ n (k+1)2— 'n. < 1}
2™ —1
L= lim [T P [Noe-r gepr2- <1
k=0

1— lim P [Nz <1]

<1_

1 —exp ( lim

1— lim

n—oo

1 —exp(=C)
E[N(07t]}
f R->R¢t

ﬂ U {N(k2*",(k+1)27n] > 2}

on

P [Npan >2]
2n.2-n

P [N(o 2-n] > 2] )

= tE[No,1]

= E[N(O,t]}
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|

)

Nao—n (k+1)2-7) = 2]

|
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gilt

f(0) = E[Ngq] =E[Ny] =E[0] =0
fls+t) = E[Ngosty]
Q' E[Noa + Nora]
= E[Nps] +E [Ne,otn]
2 B[Noq] +E [Nod]
f(s)+ f(t)
b) f ist monoton steigend.
flt+e) = E[N@tal
= E[Noyl + B[N, 4]
>0
> E[N] = f(t)
c) f(t)=c - t mit ¢ = E[N(g 1]
t=0: FO)=0=c-0
t=1: fQ)=E[Ngqy| =c-1
n—on+l: fln+l)=fn)+f1)=c-n+c-1=(n+1)-c
Sei t € QF. Mit
mec = fm)=f("n)
) )
n—mal
= s (3)
gilt
m m
()=

d) Sei t € RT: Wihle Folgen (qx)r und (Qg)x in QT mit g 1t und Q. | ¢,
d.h.
VEeN: q <t < Qg

Dann gilt
cqr = flar) < f(t) < f(Qk) = Qs
ct = cklim a < ft)< cklim Qi =ct

ct

~
—~

~
~—



]
Definition 53.3 Ein (N;);>0 mit messbarem Ny : (W,S,P) — Ny heifit
Wartezeitenprozess mit ¢ > () <
i) No=0
i) VneNV0O =ty <...<tp: (Ny — Ny, )iy ist unabhdngig.
i)  Vt>s>0: P[(N;— N,) ()] = Poi(c(t — 5))
Satz 53.4

(N)t>o0 = (N(O,t])t>0 ist ein Wartezeitenprozess
A (N(s7t])s,t6[0,oo),t28 = (Nt - NS)S,tG[O,OO),tZS GT‘fU”t (1) - (5)

Dabei gilt
C = E[N[Ol]} > 0

Bewels. "=

(1) Fiir (s,u] = (s,t] + (t,u] gilt

N(s,u] D:ef Ny — N;
= Nqut‘i’Nt*Ns
De
xf Nisp + Nt
(2) Vt>0Vs, s >0
_ i ) i) _
P [(Ns+t _Ns) 1()] :) POth(') = P[(Ns’+t _Ne/) 1()]
P [N(s,s+t}71(')] = P[N(S’,S’-i-t]il(')]
(3)
Z(ai7 b?]
i=1
4 Ny — Nu,,Na, — Noys Ny, — Nay, -, Ny, — Na. sind unabhiingig
= Ny, — Ny, Npy — Ngy, ..., Ny, — N, sind unabhéngig.
Def Neay p1)s - -+ » Nay b, sind unabhéngig
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(4) Mit iii) gilt fiir ¢ > 0

P[(Nate—No) = ()] =Poici () 1 K (et)®
E|N, s Ns = k
(N ] exp(ct) kZ:O k!
1 & (et)kt
= t
¢ exp(ct) ; (k—1)!
=1
= ct < 00
(5) Wegen
P[N(O,E] 22] = P[NE_NOZ2]
= 1—P[N.— Ny =0]— P[N. — Ny =1]
W exp(—ce)(1 + cg)
gilt
PN, >2 —1—
lim PiNog 22 2 Jim exp(fcae)ex}:)(cg)—C€
€l0 £ el0 e
ce<d 2
< (lim exp(—ce)) -lim (e
el0 el0 I3
= 1-0=0
7" 1) Wegen
E[No) =0 E[Np,y] =0
>0
gilt
Ny = 0 P-fast sicher.
ii) Wegen

n

Z(tiv ti-i-l]

i=1

(:3>) N(t1,t2]7 ce 7N(tn71,t"] sind unabhéngig
¢t (Ny, — Ny, _, )1<i<n ist unabhéngig

289



iii)

(:3>) (N (k—1) L) sind unabhéngig
(S5 3] 1<k<2n
@ -
= VI<k<2":P (1N(<k;pt,2kﬁ]>1> (-)]
@ -
2| (1, 1) (-)]
{1 gy
on -1
unabhéngig
= (lemt gzt] O =B P[Noawy 2 1)1
k=1 B
A) Sei
27’1,
Ny ZlN(w 1)t @]>1
k=1 "
Wegen
<N((k Dt kt] > 1) = (N((2k 2)t (2k— l)t] > 1 oder N((2k—1)f ] > 1)
5 » DT on+1l ° on+l on—+1 2n+1
gilt
NPT N
on+tl on
= Z lN((k—m_L}Zl_ZlN((k_m kt]Zl
k=1 2ntl Tt k=1 e
2"L

>1

= E :1N (2k—2)¢ (2k—1)t]21 + 1N((2k—1)6 2kt ]21 - 1N( (2k—2)¢

2kt
on+1 ° on+1 on+1 ’on+l1 on+1 ’2n+1]

>0
> 0

und (N}'),, ist monoton steigend ist. Damit gilt

lim N existiert in [0, 0o]

n—oo
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B) Es gilt

lim Ny (w) # Ny (w)

n— 00
2™ 2n
Def li Z].
nLH;o N((kfl)" kf >1 Z (kfl)t Lf] 1(’[1})
=1 Gt 5] (2t

B

k=1
— JI<k<2™: N((l«fnl)t t]( w) =2

)

)
3

. . . . - k—1)t
denn die Summe dndert sich nicht mehr, wenn in jedem <(27n), ;"—f

noch ein Punkt ist. Damit folgt

2”L
lim P [ lim NP # Ngl} - lm P || {N(@,m > 2}]
n—oo n—oo n—oo omagm
k=1
gn
< >
< nlLII;OZP[ (1)t %]_2}
@ lim ZP[ 0, 3] }
P |Ngo-ny >2
= ¢ lim [ 0277 = ]
n—oo 21t
=0
®
Wegen
(N[ (w)),, geht nicht in R gegen lim N;'(w)
1
= EnoeNVneNﬂkzn:|Ntk(w)— lim N/ (w )|2n—
n—oo 0
<~ 3ngeNVneN: sup|Nf(w)— lim N(w) > —

k>n n—00 no

gilt

{hm Nt":oo} - U ﬂ{iupﬂ\f ~ lim Ny |>}

noee no=1n=1
. ~ 1
{tht":oo} D ﬂ sup |NF —th|>—
n—oo ney \k2n Nno
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Da (Supkzn INF — limy, oo NJ'| > i) monoton fallt, gilt

no

P{hm Nt”:oo}

n—oo
o0 o0 1
< p sup |[NF — lim N 2}
nozz:l Dl{k2n| " noo £ o

o0
stetig von oben . . 1
g2 E lim P [sup [NF — lim N}'|> —

n0:1 nO
< 3 lim P [Nt" £ lim Nt”}
no:l n—oo n—oo
S.:O. 0
1 - P { lim N} € R]
Damit gilt

Fiir P-fast alle w 3ng(w) Yn > ng(w) : N{* (w) = N[ (w)
Fiir P-fast alle w 3ng(w) Vn > no(w) V1 <k < 2" :
N((k;;>f’%}(w) S 1

und es ist hochstens ein Punkt jedem Intervall enthalten, d.h.

271,
N,y = nhHHéOkZ_1 lN((k;’})t’%]zl P-fast sicher

C) Da (N]*),, T lim,, 00 N/, gilt

ct e E [N

(N7 im0 N
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Mit dem Grenzwertsatz aus Kapitel 6 folgt

Vk € Ng : P[limNthk}
monoton steigend lim P [Nn _ ]f]
= t -
Def z
e .
SV SIFAE
5.0: lim B (2", P[Ny-n; > 1]) [K]

limy, o0 2" P l:

=

0‘%]21

PO’L'Ct [k/’]

o )" ]
]
Satz 53.5 a) Die geometrische Verteilung ist gedachitnislos
Vm,n >0: P[X >m+n|X >m|=P[X > n]
b) Die Exponentialverteilung ist gedichinislos.
Vs,t>0: PX >t+s| X >s]=P[X >t
Deshalb kann man mit ihnen Wartezeiten beschreiben.

Beweis. a) Wegen

P[X > m] _ i P[X _ k] Deﬁn:ition i (1 _ q)kflq
k=m+1 k=m+1
= ql-g™) (1-g*
k=0
m 1 _ m

gilt
P[X >m+n, X > m]
P[X > m]
X>mgn>m  P[X >m +n]
B P[X > m]
(1 _ q)m+n
i—gn 79
= P[X > n]

P[X >m+n|X > m]
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b) Mit

r—00

P[X > t] = / e dx = lim —exp(—az)+ exp(—at) = exp(—at)
¢

gilt

P[X >t+s|X > ] Def Lil 0 ;[t);rj’j]( > 5]
X>trs>t PIX>t+5)
P[X > §]
_ exp(—a(t + s)) _ exp(—at)
exp(—as)
= P[X > {]

Konstruktion des Wartezeitenprozesses

Satz 53.6 Sei (Ny);>0 ein Wartezeitenprozess. Die Wahrscheinlichkeit zur
Zeit s, dass man bis zum ndchsten Punkt t Zeiteinheiten warten muss, wird
beschrieben durch Exp(c).

Beweis.
P [N(Sv“rt] = 0} =P [N(O,t] = 0} = exp(—ct)

Starte deshalb nach jedem Ereignis erneut eine unabhéngige Exp(c)-Wartezeit,

um (Ny); zu erzeugen.
Seien Y1, Ya, ... : (W, S, P) — Ny messbar und unabhéngig mit P[Y; '(-)] =
Exp(c)

Y, Wartezeit zwischen n — 1-tem und n-tem Punkt.

n
T, = > Y,
k=1
:= Zeitpunkt des n-ten Punktes.

Ny = max{neN:T, <t}
= Anzahl Punkte bis zur Zeit ¢

Satz 53.7 Es gilt
{Ne =k} ={Ti <t <Tjt1}
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Bewels.

Ne=k <— max{neN:T, <t}=k

Yn>k:T, >t
Vn<k:T,<t

— T <t<Tpi1
™

Satz 53.8

oo oo
:/0 /0 12%:1ym§ady1...dyi
Bewels. i = 1:

/ dyllylga:/ 1(_oo,a](y1)dy1:/ dy1 =a
0 0 0

i — 1+ 1: Mit £ = ¢ — y; und dz = —dy; gilt

/ / dyy .. dyialsien o,

/ s / dyi .. dyit1ly, <aly,<a—y, - - Lyiyi<a—yr——ys

a—y1—...—y;
(/ / dyi+1 ce dyg) dyl
(/ / 1Zm 2 Ym<a—y1 dyl+1 dy2> dyl

a—y1 ——dy; = x,—d;v
o

az+1
(i+1)!

I
%%N

Satz 53.9 (Ny)>o ist ein Wartezeitenprozess mit Parameter c.

Beweis. Da die Y7, ..., Y;+4+1 unabhingig sind, haben sie die gemeinsame
Dichte
k+1+1 k+1+1
H cexp(—czx; FHlexp | —c Z xj
j=1
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Fiir feste x1, ..., zr4 gilt

k+l+1
z = Z iEj
j=1
dz = dl’k+l+1
0o k+i+1 0o
/ dryyiricexp | —c Z zj lzlf+i+11j>t = / cexp(—cz)dz
0 - - ¢
j=1
= exp(—ct)
Wegen
N,—Ny=k <= N.—k
— T <s< Tk+1
N,— Ny =1l <= N,=1+k
~—
=k
= Ty <t <Tgpyi4

gilt fir / > 1und 2 <i <1

k+1
o= E Zj—s
j=1
Yi = Tk+i
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und
PN, — No =k N; — N, =1
= P[Ty <8 <Tpy1,Topr <t < Thyiga]

0o oo
_ / .. / dxy ... d$k+z+1ck+l+l eXp | —¢ Z Lj
0 0

1 k1, Lkt k141
2521 $1S8<E]’Il Tj Zjil$jgt<z:jil+ Tj

o0 o0
_ k+1
= " exp(—ct) / . / dzy ... dxk+llzfji zj<t12§71 << o
0 0 ;< 1@< :

j=1
(oo} (oo}
— ck‘-‘,—l exp(—ct) / e / dyl e dyl].zin71 ymﬁt—slyl>0
0 0 o

_ (=9
-

/ 12§=1xjgsdx1~'d$k

ket (t—s)s*
= " exp(—ct) T
d.h.
VO<s<tVieNVkeNj:
P[Ns— Ny =k,N; — Ny =]
k AN
= exp(—cs) (cs) exp(—c(t — s))w
k! I
insbesondere

Ng — Ny, N, — N, sind unabhéngig

Summieren iiber k € Ny ergibt

ZHM—%=&M—M=H

P[Nt—NSZZ] =
n=0
c(t — S L
exp(—eft - )L
= POiC(t,S)[l]
P[Nf_NGZO] - I_ZP[Nt_NGZZ]
=1

= 1- Z Poic(t,s) [ = POic(t,S) [0]
=1
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Den Beweis fiir
VneNV0=1ty<...<t,: (Ny, — Ny, ,)i—; ist unabhingig

geht analog. m
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Teil 1V.
MalRtheorie

54. Konvexe Funktionen
Definition 54.1 Eine Menge G heiffit konver <—
Ve,y€ GVee[0,1]:cx+(1—-c)ye G

Beispiel 54.2 a) G C R ist konver <—
G ist ein Intervall
b) Die Wahrscheinlichkeitsmafe auf (W,S) sind eine konvexe Menge.

Beweis. a) ”=": Betrachte Folgen (z,), und (y,), mit

Tn < Yn
r, | infG
Yo 1 supG

Da G konvex ist, gilt

Vee[0,1] i cxp + (1 —)yn € G

Fir
f:00,1]] = Re—cxp+ (1 —)yn
gilt
fO) = wn

Da f stetig in c ist, gilt

VP S [xnvyn] ds € [Oa 1] : f(S) =P

d.h.
f0,1)) = [zn,yn]
YneN: [,y C G
[Tn,yn] C G

n
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Das ergibt,

(inf z,,,supy,) C G C [inf x,,, sup y,]

"<": Sei G = (a,b) und z,y € G. Dann gilt mit obigem f

a<x<y<b

a< fle)<b
a<cx+(1—cy<b
cx+(1—cyeG

b)
emp [0+ (1 —c)maf@] = 0
emy[A]l+ (1 —¢)me[A] > 0
e [W]+ (1 —cma[W] = c+1—-c=1
cmy ZAi + (1 — ¢)ma ZAi = chl[Ai}—F
i=1 i=1 i=1
[

Definition 54.3 Sei G eine konvere Menge.
Eine Abbildung f : G — R heifit konvexr <—

1-— C) Z mg[Az]

Ve,y € GVee (0,1): flex+ (1 —c)y) <cf(z)+ (1 —0)f(y)

~—————
cG

Eine Abbildung f : G — R heif§it streng konvexr <—

Ve,y € GVee (0,1): flex+ (1 —c)y) <cf(z)+ (1 —c)f(y)

———
€G

Eine Abbildung f : G — R heifit konkav <—

Ve,y e GVee (0,1): flex+ (1—c)y) >cf(x)+(1—0¢)f(y)

—— —
€G

Eine Abbildung f : G — R heifit streng konkav <—

Vr,y € GVee (0,1): flex+(1-c)y) >cf(x)+(1-c)f(y)

~————
€eG

Satz 54.4 f ist konvex <= —f ist konkav.
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Bewels.

cf (@) + (1 =) f(y)
c(=f() + (1 =)(=)(y)

g
o
S
—~~ o~~~
—
|
)
<
(AVARVAN

Satz 54.5 Sei I C R ein Intervall und f : I — R konvez.

a)
fy) — f(z)
y—x

gr : I\{2} = R,y —

ist monoton wachsend.
Ist f streng konvex, so ist g, streng monoton wachsend.
b) Die links- und rechisseitige Ableitung von f existiert:

D™ f(z) = lim f(y;_i;( )23293;@)
s = IO g

¢) Fir x el gilt
D™ f(z) < D" f(x)

d) D™ f(z) und D" f(x) sind die minimale und mazimale Steigung in =.

vy e I\{z}: f(z)+(y—2)t < f(y)
— te[D f(x),D"f(x)]

Ist f streng konvex, so gilt

Vy e I\{z}: f(@)+ (y—2)t < f(y)
— te[Df(x),D" f(x)]

e) f ist stetig in I
f) x— D~ f(x) ist monoton wachsend und linksstetig.
x +— DT f(z) ist monoton wachsend und rechisstetig.

Beweis. a) Seien u,v € I\{z} mit u < v.
1. Fall: Fiir z < v < v gilt
u—x

c:= € [0,1]
v—w
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und
( u—x) u—z
1-— x4+ v
v—u= vV—1T
_ (w—ur+(u—2)
B v—=z
= u
Da f konvex ist, gilt
fwy = - e+ [ ==
v—u= v—T
=1-c =c
u—x u—x
< (1-20) s+ =)
—— (f(v) ~ f(@))

und somit dau—x >0

f(u) = f(z) _ fv) = f(=)

<
u—x v—T
f streng konvex: < statt <.
2. Fall: Fir u < x < v gilt
ci= = ue[O,l]
v—u
und
( x—u) T —u
1-— U+ v
v—u v—u
(v—2)u+ (x —u)
B v—u
=z
Da f konvex ist, gilt
fa) = fl|1-= [u+ v
v—u v—u
N———— e
=l—c =c
T —u T—u
< (1-
< (120 s+ T2



und somit da u —x <0

< (v—2)f(u) + (= u)f(v)
P —2) > f(0)(u—2) + f(2) (0 — )
fw f@)(o = o (u - 1))
u—x T v—x (u—z)(v—2x)

fw) = fx) _ flv) = f(=)

— <
u—x v—T

11

f streng konvex: < statt <.
3. Fall: Fiir u < v < z gilt

und

Da f konvex ist, gilt

(z—u)f(v) < (v—u)f(z)+ (z—0v)f(u)

= fw)(v—2) < fv)(u—2)+ f(z)(v—u)

(u=a)(v-2)>0 J(})x < l;fg)l n f(mziv—za;(; (ux—) x))
— f(ui:i(x)éf(vg:i(x)

f streng konvex: < statt <.
b) Da g, (y) monoton steigend ist, gilt fiir z > x

Vy < x:g.(y) < gz(2) < o0
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Eine monoton steigende, beschriankte Folge hat die kleinste obere Schranke
als Grenzwert

_ o fly) - fl=)
P =T

= limg,(y)
ylz

= supg.(y)
y<x

Fiir y | = fallt g, (y) monoton. Fiir u < x gilt
Yy > x: g.(y) > go(u) > —00

Eine monoton fallende beschrénkte Folge hat die grofste untere Schranke als
Grenzwert

ylx y—x

= limg,(y)
ylx
= Inf g.(y)
¢) Da g.(y) monoton ist, gilt
Vg <2 < - fln) — f(2) < fly2) — f(2)
y—x Yo —
Vi <y - Supf(y)*f(J?) < fly2) — f(@)
y<z y—x Y2 — T
Supf(y)—f(:v) < inf fly) — f(=)
y<x y—x y>x y—x
D™ f(z) < D*f(x)
d)
vy e I\{z}: f(z)+ (y—2)t < f(y)
tSM firy >z
— Vyel\{z}: B
1> TW=F@) o
Yy—x
t<ingyn, LW =T@ _ piri
= 1)~ 1@)
tzsupyqyyix D~ f(x)

< D f(x)<t< D" f(x)
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Ist f streng konvex, so ist g streng monoton wachsend und

Vy e Nz} f(z)+(y— o)t < fly)
fly) — f(=)

t < - firy >«
— Yy € I\{z} : -
t > M firy <«
y—x
: fy) — f(z)
ga streng monoton wachsend t < infy>, W) = D* f(x)
t = supy<, % =D f(z)
= D™ f(z) <t < D" f(x)

< (z—y)t mit t € [D™ f(x), DT f(x)]
fly) = f(x) < (y—x)s mit s € [D™ f(y), DT f(y)]
gilt
|f(x) = fy)l
< |y — x| -max {|D~ f(z)|,|D¥ f(x)|,|D” f(y)],|I DT f(y)|}

und f ist stetig.
f) Sei 21 < x5. Wegen

gy(x1) < gy(2)
)~ Fn) T~ f)
Yy—T1 B Y — T2
gilt
D™ f(z1) _ sup fly) — f(x1)
y<x1 y—T
C o [0 = f2)
y<z1 Yy— T2
O, fy) — f(x2)
y<wz2 Y — T2
= D7 f(z2)

und D~ f(x) ist monoton wachsend.
g) Sei x5 fest. Wegen

D~ f(x;) = sup gq, (y) = sup gy(z;)
y<z; y<x;
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und da g,, monoton wachsend ist, gilt

_ 5
Vo <yp < a1 : ‘gyl(acl) - D f(x1)| < 1
_ 5
Jzo Vo < yo < a9 : ‘gy2($2) - D f(x2)| < 1
d.h. wir benétigen
max(z1,22) < y1,y2 < 1 < T
Wegen
D~ f(z) = sup g.(y) = lim g, (y)
y<z ylo
ist
f(@) = fy)
ga::(_007',17}_)]R7y’_> r—Yy
D~ f(z)

stetig, d.h. gleichmifig stetig auf [max(z1, 22), 2]

[y = 92l < 6 = 192 (91) = g (92)] <

Wihle deshalb y;,y2 mit
max(z1, 20,2 — 0) < Y1,Y2 < T

Da gy, stetig in x5 ist, gilt

1 = 22| < 81 = gy (@1) = g0 (22| <
Wéihle deshalb 1 mit

max(y1, Y2, ve — 01) < x1 < T2

Dann gilt

| D™ f(z1) — D™ f(x2)]
< D7 f(@1) = gy, (@0)] + |gy, (1) = gy, (22)]
+19y: (22) = gyo (22)| 4 | D™ f(22) — gyo (22)]

=gwq (Y1) =gy (y2)|

< €

Fiir DT f(z) genauso. m
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Definition 54.6 a) g: I C R — R heifit affin-linear <
Ja,beR:g(x) =ax+b
b) Fir f: 1 — R sei
L(f)={9: I —=R,z—azx+babecR g<f}
die Menge der affin-linearen Abbildungen g, die kleiner gleich f sind und

sup L(f) : I — R,z + sup g(z)
geL(f)

das kleinste obere Schranke all dieser Abbildungen.

Satz 54.7 a) Fine affin-lineare Funktion ist konvez.
b) Die kleinste obere Schranke konvexer Funktionen ist konvex.
¢) Positive Linearkombinationen konvezer Funktionen sind konvez.

Beweis. a)

glex+(1—-0cy) = alcz+(1—c)y)+b
cax + (1 —clay+ (c+1—c)b
cg(x) + (1 —c)g(y)

b) Seien (f;)ier konvex, d.h.
Viel: filce+ (1—0c)y) <cfi(zx)+(1—2c)fi(y)

Wegen
cfilz) + 1 —c)fily) < Sup cfi(z) + S_1€1113(1 —)fi(y)

sup (cfi(z) + (1 — o) fi(y)) < supcfi(z) +sup(l —c)fi(y)

el el i€l
gilt

Sup filcx+ (1 —c)y) < Sg?(cfi(x) + (1 =0)fi(y))
< csup fi(z) + (1 —¢)sup fi(y)
el el

¢) Seien b; >0

D obifilce+(1-e)y) < Zbi(Cfi(l“)Jr(l—C)fi(y))

=1

i=1 =1
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Satz 54.8 Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R.
1.) Dann sind gleichwertig

a) [ ist konvez.

b) Vo € I 39z, € L(f) : guo(20) = f(0)

¢) L(f) £ 0 und f =sup L(f)

d) 3 Folge (gn)n in L(f):

f = lim max{gy,...,gn}

n—oo

2.) Ist f streng konvex, gilt

Va0 € 1 3z, € L(f) { e < )

Beweis. 1.) a) = b) :
9o : T = Ry = f(x0) + (y — z0) D f (o)
ist affin-linear und wegen
9zo(70) = f(20)

Vyel:ge(y) = flzo)+ (y—z0)D" f(xo)
< fly)

gilt
Gao € L(f)

b) = ¢) : Sei g € I beliebig. Nach Voraussetzung existiert ein g,, € L(f)
mit f(xo) = gu,(x0). Das ergibt

L(f) # 0
sup L(f)(z0) = f(xo)
Wegen
Vge L(f):g< f
gilt auch

sup L(f)(wo) < f(wo)
Da z € I beliebig war, gilt

f=supL(f)

¢) = a): Da die kleinste obere Schranke konvexer Funktionen g € L(f)
konvex ist und wegen L(f) # 0 ist

J= sup g
geL(f)
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konvex.
b) = d): Sei (z;); eine Aufzéhlung von QN I. Es gilt

Ve, € QNI 3g; € L(f) = fla;) = gixy)

Wegen g; < f gilt

vi<jsn: flz;) = max gi(z;)
VieQnNnI: f(z;) = lim max g(x;)

n—oo 1<i<n

Da f stetig ist und Q N I dicht ist in I, gilt
f = lim max{g1,...,9n}

d) = a): Da die kleinste obere Schranke konvexer Funktionen konvex ist,
ist

lim max{gi,...,gn} = sup g

nTee geL(f)
konvex.
2.) Fiir

Guo : I = Ry = f(w0) + (y — 20) DT f (o)
gilt
9ao(x0) = f(20)
9zo(y) = f(zo) + (y —z0) DT f(wo)
< fy)

[

Satz 54.9 Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist gleich-
wertig

a) [ ist konvex

b) f’ ist monoton wachsend

c) f">0

Beweis. a) = b): In f) gezeigt.
b) = a): Es gilt

5. € (z,cx+(1—c)y)
sy € (cx+(1—-0)y,y)
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mit
flex + (1= c)y) — f(x)
cx+(1—cy—=
fly) = flex + (1 = )y)
y—(cz+ (1 -c)y)

Das ergibt
5z < 8y

f/(sac) < f/(sy)
flez + (1 =c)y) — f(z)

f’ monoton wachsend
x

fly) = flex + (1 —c)y)

= cx+(1—cy—=x = y— (cx 4+ (1 —c)y)
flex+ (A —c)y) — f(x) _ fly) = flez+ (1 —=0)y)
= T-ay-o - o(y—2)
= flex+ (1 —c)y) <cf(x)+(1—c)f(y)
b) = ¢):
" . Yy) — €z
Fo=je == ="
o

¢) = b): Sei y > x. Da {’ differenzierbar ist, gilt

Ip € lz,y): f(p) = I'ly) = f'(x)

y—x
Wegen ) )
f (y):i (CL’) — f-//(p) >0
2
>0

muss f'(y) — f/(x) > 0 gelten, d.h.
f'(@) < f'(y)

Anwendung fiir WahrscheinlichkeitsmaRe

Satz 54.10 Sei I C R ein Intervall und X : (W, S, P) — I mit E[|X|] < o0
und f konvex.
a) Fir E[X] € 01 gilt

X = E[X] P-fast sicher
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b)

E[f(X)7] <
E[f(X)] = f(EX])

wobei ggf. E[f(X)] = oo mdglich ist.
¢) Ist f streng konvex und X nicht P-fast sicher konstant, so gilt

E[f(X)] > f(E[X])
Beweis. a) Sei F[X] = inf I. Wegen

X—infI > 0

E[X —infl] = E[X]—infl=0
gilt
X —infI = 0 P-fast sicher
X = E[X] P-fast sicher

Fir E[X] = supI genauso.
b) Da f konvex ist, gilt

Ja,beR: ax+b< f(x)

Damit gilt
—f(z) < —azx-—b
f7(@) = max(0,—f(z))
< max(0, —ax — b)
< ol + |al ||
d.h.

E[f(X)7] < [bl+|a[E[X]] < o0
Da f konvex ist, wihle axz + b € L(f) mit
aE[X]+ b= f(E[X])

Dann gilt

f>ax+b
E[f(X)] >  ElaX+1

= aE[X]+bm[W] = f(E[X])

——
=1
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¢) Sei f streng konvex. Wihle axz + b € L(f) mit
f(EIX]) = aB[X]+0b
Vy# EX]: f(y) > ay+0
Nach b) gilt E[f(X)] > f(E[X]). Annahme
E[f(X)] = f(E[X])
Dann folgt
E[f(X) —aX — b = E[f(X)] - aE[X] -

———
>0

AmEme p(BIX]) — f(EIX]) =0
= f(X) —aX — b =0 P-fast sicher
= f(X) =aX + b P-fast sicher

R Gl A E[X] P-fast sicher

ein Widerspruch, d.h.
Elf(X)] > f(E[X])

Satz 54.11 Sei X : (W, S, P) — (R,B), P ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ und
p < q. Dann gilt
1 1
E[XP)F < B[|X|7}

Beweis. Fir
f:[0,00) = [0,00), 2 — z/P

gilt wegen ¢ > p
flx) =

) =
Damit ist f konvex und es gilt

F(E[X])

(frn)”

Zieht man die g-te Wurzel folgt

(fsrn) = ()
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55. LP-Raume
Sei m ein Maf auf (W, S).
Satz 55.1 Firl <p < oo ist
r = {f :(W,8) — (R,B) : /|f|pdm< OO}

ein Vektorraum.

Bewelis. Null:
/|O\pdm =0< o0

Skalarmultiplikation:
[testam = [11pam < oc

Addition: Mit

lf+gl” < (fI+1gD)?
< (2max(|fl],]g]))?
< 2P(f1P +1gl”)
folgt
/|f+g|pdm§2p/\f|pdm+2p/\g|pdm<oo
(]
Satz 55.2

|l £7 — [0,00), f </|f|pdm>p

ist eine definierte Abbildung
Beweis. Da 0 < [|f|Pdm < oo ist die p-te Wurzel definiert und

(fira)’ <=

Satz 55.3 Seien 1 < p,q < co mit % + é =1 und z,y € [0,00]. Dann gilt

Pyl
Ty < — + —
p q
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Beweis. Ist © = oo oder y = oo so steht rechts co und die Ungleichung
stimmt.
Seien x,y < co. Wegen

ist —In konvex und es gilt

P q 1 1
—In (l—f—y) < —(=Ina?)+ —(—Iny9)
b q p q
= —Inxy

Anwendung von exp auf beide Seiten ergibt, da exp monoton steigend ist,

Pyl
Ty < — 4 —
p q

[
Satz 55.4 Seien 1 < p,q < co mit % + % =1und f,g: (W, 5) — (R,B).
Dann gilt

g i<l £ llpll 9 1lq

Insbesondere gilt

I fg <l f ll2]l g ll2

Beweis. Ist || f ||,= oo oder || g ||= o0, so steht rechts co und die Unglei-
chung stimmt.
Seien || f |Ip, | g |l¢< oc- In jedem Punkt gilt

[f@)] lg@)] _ LIf@)" | 1]g(=)[?
17 lal =P TFE gl

Integration ergibt

| f1lgl
IS Mlpll g llq
L |frdm 1 [|gltdm
p [|flpdm ~ q [|gladm

1 1
= ~4+-=1
p q

dm

Satz 55.5 Seien f,g: (W,S) — (R,B) und 1 <p < co. Dann gilt

If+glly < 1Flp+1glp
lef NIy el 11 f I
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Beweis. Wegen

1 F+gl
= /|f+g|pdm

= [irels+gpiam
2 p—1 p—1
< \FILf+glPYdm + [ |gl|f +gP~ dm

S N I+ g+ Nl I+ 9P g

1

= U e+l ( / |f+g|q(p”dm>q

WD £+ g ) ( [is +g|Pdm) v

= U flo+lal) I f+ali

gilt
i=p-t | f+gl}
I f+agll, =" ——%
I f+gls
< N flle+1glle
und
lerly = ([ tespim)
SAVED
= el |l fllp
n
Satz 55.6
N = {felLPl:f=0 m-fast iberall}
= {fel”: fl,=0}

ist ein Untervektorraum von LP.
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Beweis. Wegen

[ fl,=0
— /}fwdnzzo

< |f|? =0 m-fast iiberall
<= |f| = 0 m-fast iiberall

sind die beiden Mengen gleich.
Dass die obere Menge ein Vektorraum ist, wurde schon gezeigt. m

Satz 55.7 || - ||, ist eine Linge auf

LP:={f+n:fecLP,neN}

Beweis. a) || - ||, ist unabhiingig vom Vertreter aus L?:
Seien f € LP,n € N C LP. Wegen
1l = If+n=nlp
<

f+nlp+lnlly
——
=0
1 My + [Tl =1 5l
——
=0

IN

gilt
VneN:| f+nlp=If Iy
b) Gezeigt wurde schon

I fll, > 0
lefll, = el flp
I f+glp Il + 19l

<
| fll,=0 <= f=0mfast sicher
<— f=04+nmitneN

Definition 55.8 Seien 1 < p < oo und f, f,, € LP firn € N.
(fn)n geht gegen fin [P <—

im | £~ fu =0
(fn)n ist eine Cauchyfolge in [P <—

Ve >03ng Vn,m >ng:|| f— fulp<e
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Satz 55.9 Ist (fn)n eine Cauchyfolge in L, so existiert eine Teilfolge (fn, )k
und ein f € LP mit

lim f,, = f m-fast sicher
k—o0

khm ” f’ﬂk - f HP: 0

oo

Beweis. Die Idee ist: Addiere zu f,, ein immer spéteres f,, — fn,
a) Da (f,)n eine Cauchy-Folge ist, gilt

1
VE>13n, e NVmn>ng: || fn— fm Hpgz—k

Wihle jeweils das kleinste passende nj, dann gilt

Npt1 = N
Setze
9k = fnk+1 - fnk
oo
9 = > lol
k=1
b) Wegen
d
P _ p—1
—abf = >0
dxl’ pIx
ist

h:(0,00) — (0,00), x — &P
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monoton wachsend.
c) Wegen ngy1 > ng und da x — P stetig ist, gilt

N p
Il = (/(ngangk) dm>
k=1
. N P »
stetig .
= (fam ) )
k=1
N p b
monoton .
“ m(J (Ew)
k=1

=

N
= 1.
[Nt |9k
k=1 P
N
TS
< gm Y lal,
k=1
L)
= Z || fnk+1 - fnk ||P
_
<2-k
NN o 1
k=1

Somit gilt
lg]P < oo m-fast iiberall

oo
Z lgx] < oo m-fast iiberall
k=1
Damit hat die Reihe }_;2 ; g m-fast iberall einen Grenzwert. Wegen

N
ng =
k=1

(f’flk+1 - f’ﬂk) = an+1 - fn1

M= 114

an+1 = 9k +fn1
k=1
N
|an+1| = |fn1|+z‘gk|
k=1

318



hat (fn,)r m-fast iiberall einen Grenzwert, d.h.
JA C S :m(A) =0 mit

klim fn, existiert fiir alle w € A
ool

g+ |fn1‘ < 0 fir alle w c AC

Wegen
VEeN: |ful = lon+.. 490 — fui
< > lgnl + £
n=1
< g+ iful
gilt
f= klim frnplgc € LP
b) Wegen
< 2|fp, |+ 2[g]
|fnk - f|p < 2 (‘fn1| + |g|)p
gilt
klim /|fnk — flPdm = /klim | fr, — fIP dm
| S ——
=0 m-fast sicher
T | fu, =
]

Satz 55.10 LP ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge hat einen Grenzwert.

Beweis. Da jede Cauchyfolge in LP eine Teilfolge mit einem Grenzwert
f € LP hat, hat sie f als Grenzwert. m

Satz 55.11 Seien f, : (W, S, m) — (R,B) mit lim, . fr = f m-fast dber-
all und es gebe ein g > 0 in LP mit |f,| < g m-fast iberall. Dann gili:

f e LP
T | fu= Sl = 0
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Beweis. Wegen

[ful? < lgl?
p
IfIP = | lm fu| = lim [fa]”
n—oo n—oo
< gl
gilt
felrLr

Da |g|P integrierbar ist und

‘fn_f‘ S 2|g|
<

|fn = fIP 2%gl”
gilt
lim /|fn—f|pdm:/ lim |f, — f|Pdm =0
]
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56. Der Raum L™

Sei m ein Maf auf (W, S).
Satz 56.1

L* = {f:(W,8) —(

— ) | f ist m-fast sicher beschrinkt}
= {f:8) =

R,B
R,B) | 3K € N: |f| < K m-fast sicher}

ist ein Vektorraum.

Beweis. Null: Die Nullfunktion ist beschrinkt.
Fir f,g € L* gibt es ein K mit

m[|f| > K] =0 =mllg| > K]
Skalarmultiplikation:
mllcf| > [¢|K] = m[|f| > K] =0
Addition: Aus |f], |g| < K folgt
[f +al <[fI+ gl < 2K
Verneinung ergibt: Aus |f + g| > 2K folgt
|f| > K oder |g] > K

Das ergibt
{If +gl > 2K} c{|f| > K} U {lg| > K}
und
m[lf +gl = 2K] < m[{[f]| = K}U{|g| = K}]
< m[lf| = K]+ mllg| = K]
= 0
Somit gilt ~
cf,f+gel™
]
Satz 56.2

I+ [loo: L = [0,00), f — inf{K > 0:ml[|f| > K] = 0}
ist eine definierte Abbildung und es gilt

a) VK <|| flloo: m[lf| > K]>0
b) VK Z| fllec: m[[f[>K]=0
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Beweis. Da f € L™ gibt es ein K > 0 mit m][|f| > K] = 0.
Damit ist die grofste untere Schranke endlich und > 0.
a) Nach der Definition der groften unteren Schranke gilt

VneN: m{|f|>||f||m+;]=o

und somit
pay 1
mllfl >0 f ] = m [ﬂ {in=111 4]
n=1
= Jim 17151 F o 4
=0
-0
b) Annahme:
3K <|| f oot mllf] > K] =0
Dann gilt
Il f oo = inf{K > 0:m[|f| > K] =0}
A P

ein Widerspruch.
]

Satz 56.3 Seien f,g: (W, S) — (R,B) in L. Dann gilt
eflloo = lelll flloe
[f+glle < 1fllo+19lls
Beweis. Fiir ¢ = 0 gilt
I ef lloo=l 0 llac=0=0- || f lloc
Sei ¢ # 0. Wegen
[f1> K < [[f[ > |c|K
gilt
lcflloo = inf{K >0:m|cf| > K]=0}
inf{|c|K > 0: m]|ef| > |c|K] = 0}

le

v
o

le|inf{K > 0:m[|f| > K] =0}
= el f lloo
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Aus

f)] < I f
lg(w)] < 119l
folgt
|f(w) +g(w)] < [f(w)]+]g(w)]
< I flle+19lls

Verneinung ergibt: Aus

[f @)+ lg()] > f lloo + 11 g [loo

folgt
[f(w)] >]| f llos oder |[g(w)] > g [l
Das ergibt
m(lf+gl > fllo + 1 9 ll]
< mlfI > f e Vlgl > g llc]
< mlfI > lloo] +mllgl > g lloc]
= 0
Damit gilt
[ f+gle = nf{K>0:m[f+g|>K]=0}
< N flle+ 19l
]
Satz 56.4
N = {feL>®:f=0 m-fast iberall}

= inf{K >0:m[f|] > K] =0}
ist ein Untervektorraum von L.

Beweis. Die Mengen sind gleich nach der Definition von m-fast iiberall.
Dass N ein Vektorraum ist, wurde schon gezeigt. m

Satz 56.5 || - ||« st eine Linge auf

L®:={f+4+n:feL>® neN}
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Beweis. a) || - || ist unabhéngig vom Vertreter aus L™
Seien f € L>,n e N C L>®. Wegen

IS Hloo

[f+n—nle
I +7 oo + [ 7 lloo
——
=0
If lloo 4 [ 72 Mloo = f lloo
——
=0

IN

IN

gilt
VneN: || f+n o=l flloo
b) Gezeigt wurde schon

[ flle =
leflle = eIl flls
[f+glle = [ fllct gl
| fllo=0 <= f =0 m-fast iiberall
<~ fel0+nmitnelN

0

Definition 56.6 Seien f, f, € L™ firn € N.
(fn)n geht gegen fin L>® <—

A 1S = T llee=0
(fn)n ist eine Cauchyfolge in L™ <—
Ve >03ng e NVn,m>ng: || f— fallo<e

Satz 56.7 L°° ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge hat einen Grenzwert
in L.

Beweis. Da (f,,), eine Cauchyfolge in L ist, gilt:

Vk>13ng Vn,m > ng || fo— fn |loo<

=

Wihlt man das jeweilige ny, minimal, so gilt

ng < Ngg1
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Sei

M= (J Al >0 o}
n=1

e = U (ol 5 For 1)
Mo AU,
Dann gilt
nM] < S mllfad S ol 30 Ml — ol 1 o~ Fo o]
o e
Wegen

1

k

ist (fn(w)), auf M eine Cauchyfolge in R und hat einen Grenzwert f(w).
Fir

Ve € MC VE>13n, Ya,m > ng s | fa(z) — fm(z)] <

f = lim fn]-MC

gilt
Vo e M : l[f(z)] < |f(x) = ful@)] + | fulz)]
= lim [fu(@) = fu(@)] + | fa(@)]
1

< gt el

d.h. .
Mcﬂ{azEW: |f(z)] > %+ | fn |oo}=@

und

ALEEY

m [Mﬂ {fl > o lloo +]1C} +M°n {|f| >\ f lloo +11€H
< m[M]+m[0]=0

und somit
felL™
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Satz 56.8 Fiir f € L' und g € L™ gilt

I fg1h<ll g llooll f 111

Beweis. Sei M = {|g| >|| g || }- Wegen

m[M] = m[lg| > glls) =0
vee MO [f@)e(@)] < 1f@)] gl
gilt
< / 1 9 oo Lagcdm
= ||g||oo/\f|dm
= gl £ 1
| ]
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57. Grenzwertbegriffe

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmalk auf (W,S). Hier noch einmal die verschie-
denen Méglichkeiten, einen Grenzwert zu definieren.

Definition 57.1 Seien X, X, Xs,...: (W,S,P) — (R,B).
(Xn)n geht nach Wahrscheinlichkeit P gegen X <—

Ve>0: lim P[|X, —X|>¢]=0

n—oo

(X,)n geht P-fast sicher gegen X <—

P Hw eW: lim (X,(w) — X(w)) = oH =1

n—oo

d.h. bis auf eine Nullmenge geht (X, (w) — X(w)), punktweise gegen 0.
(Xn)n geht in LP gegen X fir 1 <p < oo <

lim E[|X, — X|/]¥ = lim (/Xn - Xde) =0
Satz 57.2 Es gilt

lim X,, = X P-fast sicher

n—oo

!

Ve>0: limP{sup|Xk—X>E]:0

n—00 k>n

< Ve>0: lim P{sup|Xk.—X>€] =0

Beweis. Wegen

€
{sup|Xk—X|Z2} C {sup|Xk—X>€}
k>n k>n

C {sup|Xk—X ZE}
k>n
gilt
P[supXk—X| > E] < P{sup|Xk—X| >5]
k>n 2 k>n
<

< P {Sup|XkX| Zs]
k>n

327



und

lim P [sup | X — X| > ;]

n—oo k>

IN

lim P [sup | X% — X| > E:l

n—00 k>n

IN

lim P [sup | X, — X| > 5}
n—oo k,zn

und die unteren beiden Aussagen sind gleichwertig.
Setze

A, = {sup|Xk—X| 25}
k>n
= {weW|3k>n:|Xp(w)—X(w)| > ¢}
C = { lim X, (w) = X(w)}
n— oo
Dann gilt
A, = {Fk>n:|Xy—X|>¢}

U

{Zk>n+1:|Xp—X|>¢}
A7L+1

7=": Sei € > 0. Wegen

weA, = Fk>n:|Xpw) —Xw)|>e¢

gilt
wel <<= lim X,(w)=X(w)
<~  Ing Vk >no: | Xip(w) — X(w)| <e
=  dnp: w¢ Ay,
= Cn()A4n=0
n=1
d.h.

A, NC | ﬁ(AnmC)z(mﬁAn:(Z)
n=1 n=1

Da lim,, o X;, = X P-fast sicher, gilt

PlC] = 1
P[A,NC] = P[A,NC]+P[A,NnCY]
N————
<P[CC]=0
= P[A,)]



Das ergibt,

n—oo

7" Wegen

11

!

gilt

Das ergibt

lim P |sup |X) — X| > a} Pl Jim PlA,]
k>n

= lim P[A, NC]
= PlCn()A4] =0
n=1
we C°
(Xn(w)), geht nicht gegen X (w)
1
AN eNVneN Ik >n: | Xi(w) — X(w)] i

Z|~ v

AN e NVn e N: sup|X;(w) — X(w)| >
k>n

P[C] _ 1-P[CY] =1

Satz 57.3 a) Aus lim,,_, E[\anX\”]% =0 firl <p< o folgt X,, geht
gegen X nach Wahrscheinlichkeit.
b) Aus lim, ..o X, = X P-fast sicher folgt X,, geht gegen X nach Wahr-

scheinlichkeit.
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Beweis. a) Sei € > 0 beliebig.
lim P[X, — X| > ¢
= lim P[|X, - X|P > &”]

n—oo

1
< — lim B[ X, — X|?]
EP n—oo

=0

b) Da lim,,_,., X, = X P-fast sicher, gilt

Ve >0: lim P[sup|Xk—X| Z€:| =0
k—oo  |k>n

Wegen
{IXn—X|2e} c (J{Xe—X[>¢}
k>n
= {Zk>n: | X —X|>¢}
= sup{|X}, — X| > ¢}
k>n
gilt
lim P[|X, —X|>¢] < lim P|sup|X;—X|>¢
n—oo n—oo kzn
= 0
|

Satz 57.4 Es sind gleichwertig:

a) X, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit.

b) Jede Teilfolge (X, )r von (X,), hat eine weitere Teilfolge (X”;;)’ die
P-fast sicher einen Grenzwert hat.

Beweis. a) = b): Sei (X,,, ), eine Teilfolge von (X,,),.
X, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit
Ve>0: lim P[|X,—X|>¢]=0

—

<= Vg,6>03IngVn>no: P[X,—X|>¢e]<$
1

= il

Ve >0k 213Ny Vo> Ni: P[X,—X| 2¢] < o5

Konstruiere eine Teilfolge (Xn )

2)p vou (Xn, ), durch

M1 > N1 2 1
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Dann gilt

P | sup |X%X|zg] Pl {|Xn, - X|>¢}
nE2n ng>n
< ZP[|Xn;_X|ZE]
ng>n
— 1
53 2
j=n
lim P|sup |[X,, — X|>e| < limii—o
n— o0 ny>n "k - - nﬁooj:n j2
lim X, = X P-fast sicher

k—o00
b) = a): Zeige —a) = —b): Wegen

X, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit
= Vg, 6 >0INVn>N: P[|X,—X|>¢ <

ergibt die Verneinung:

X, geht nicht gegen X nach Wahrscheinlichkeit
<— g, 6>0WNIn>N: P[|X,—X|>¢]>4

d.h. es gibt eine Teilfolge (X, ) mit

VkeN: PlX, —X|>¢] >4
Dann gehen alle Teilfolgen von (X, ), nicht P-fast sicher gegen X. m
Satz 57.5 a) Aus X,, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit folgt nicht
lim, .o X, = X P-fast sicher.
b) Aus lim,, o X, = X P-fast sicher folgt nicht lim, . || X,, — X ||,=0.

c) Aus X,, geht gehen X nach Wahrscheinlichkeit folgt nicht lim,, ., ||
X,— X |,=0.
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Beweis. a) Das wandernde Rechteck: Seien ([0,

(AL 5 dh.
A = 01
—
a = 1)
a = [od)
o = [53)-

l)aB7Z) und Ak‘,’m =

Sei (Ay,), die Aufzéhlung der (Ak m)1<k<m,men. Wegen

khm Ella,,, —0 = lim [ 14, dP
= lim —=0

gilt X, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit.

Da das Rechteck immer wieder durch das Intervall wandert gilt

lim sup X,
n—oo
liminf X,
{w ew : lim X,(w)= X(w)}

an&zﬂ

1
0

b) und c) Seien ([0, 1], B|jo,1},/) und
X =0
Xn(w) (n+ Hw"
Fiir w € [0,1) gilt
lim (n+ Dw"” = lim nw™+ lim w"
n oo n o0 n o0
=0, da w<1

= lim nexp(—n(—Ilnw))=0

n— o0

Fir w =1 gilt

lim (n+ 1)w" = lim (n41) =

n—oo n—oo
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Somit gilt lim,, ., X,, = X P-fast sicher.
Damit folgt X,, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit.
Aber fiir p > 1 gilt

1

lim B[|X, ~X["] = lim [ (n+1Pwdw
n—oo n—oo 0
P
—  lim (n+1)r
n—oo np+1
= oo#0
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58. Gleichgradige Integrierbarkeit
Sei im ganzen Kapitel (W, .S, m) mit m[W] < oco.

Satz 58.1 Fiir (X;);cr mit X; € L' sind gleichwertig:

a) lim sup/l‘Xi‘>a\Xi|dm:0

a— 00 iel

b) *bup/\X|dm<oo
i€l
Vs>0§|5>0:(m[A]< bup/|X|dm<5>
i€l

Ist die Menge A klein genug, so sind alle Integrale kleiner als e.
Dann heifit die Familie (X;); gleichgradig integrierbar.

Beweis. a) = b): Sei ¢ > 0 beliebig. Wegen

JaeR: sup/ |Xi|dm<E
| Xi|>a 2

i€l
gilt
sup/|Xi|dm
il
< sup/|Xi|1|Xi‘>adm+sup/\Xi| 1 x,|<adm
iel iel ~~
<a
< —4amW] <o
2 ~——
< oo

€
Fi A — gilt
iir m[A] < % gi

sup/ | X, |dm
iel Ja

i€l

< sup/ |Xi|dm—|—sup/ | X;| dm
el JAn{|Xi|>a} iel JAn{|Xi|<a) ~~
<a
< sup/ \X|dm+abup/ dm
il J{X;|>a} el
_m[A
< = + ai =¢
2 2
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b)= a):

Viel: K > /|Xi\dm
w

> / X, | dm
{IXi|>a} ~~
>a
> a-m[Xi| > dl

Wahlt man a groft genug, so gilt

K

Viel: m[|XZ|Za]§
a

<6

und somit

sup/ | X;|dm < e
iel J{xi|>a)

Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, gilt

lim sup/ | X;ldm =0
a—0 et J{xi|>a}
[

Satz 58.2 a) f € L! ist gleichgradig integrierbar.

b) Sind f1,...,fr € L'(m), so ist (fi)1<i<k gleichgradig integrierbar.

¢) Ist (fi)icr gleichgradig integrierbar, so ist (|fi|)icr gleichgradig integrier-
bar.

d) Ist (fi)ic1 gleichgradig integrierbar und gilt

Vg; 3fit lg;l < Ifil
s0 ist (g;j)jes gleichgradig integrierbar.

Beweis. a) Sei (a,, ), eine monoton steigende Folge in [0, 00) mit lim,, . a, =
0o. Wegen

v e{|fl > ans1} = [f(@)]>ann
= [f(@)] > an
= zec{lf]>an}
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ist ({|f| > an})n monoton fallend und somit

lim m [{|f| > an}]

n—oo
oo
_ m lﬂ{lf > an}]
n=1
limy oo Gn=
Tnme T | f] = oo
1
feb 0
Damit gilt
lim /|f|1|f\>andm
n—oo
Lfi>a, <IFIEL!
151> an SIFIE / lim |f[1}¢|>q,dm
n—oo

= / Lifl=oc | fldm
———

=0 m-fast sicher

= 0

b) Nach a) gilt:
V1<i<k3Jay, : / |fildm < e
{Ifil>an,}

Fiir a = max]_; a,, gilt

sup / |fildm < e
i€{1,....k} J{|fi|>a}

Da € > 0 beliebig gewahlt war, gilt

lim sup/ |fildm =0
{lfilza}

=0 el

c) Da in der Definition nur Betrége |f;| stehen.
d) Wegen

lg;l >a = |fil > |gj| >a
{weW: |gj(w)|>a} C {weW: |fi(w)]>a}
<

Lig;1>a Lfi|>a
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gilt

IN

/\gj\1|g~\>adm /|fi|1|fi\>adm

a{IgOSUP/\QJ\1|g7\>adm < alLT&SUP/‘fz|1\f7l>adm
- 0 b

[

Satz 58.3 a) Sind (fi)icr, (9;)jcs gleichgradig integrierbar, so sind auch
(fi +95)igs (fi —9j)ij

gleichgradig integrierbar.
b) Ist f € L' und (f;); gleichgradig integrierbar, so ist

(fi = f)i
gleichgradig integrierbar.

Beweis. a)

sup/|f1:|:g]\dm < bup/|f,|dm+sup/|gj|dm

Sei € > 0 beliebig. Es gibt 61,02 > 0 mit

PAl <& = sup/ | fildm <

el

M D™

PlA]<é2 = Sup/ lg;ldm <
Dann gilt fiir P[A] < § := min(d1, 62)
wp [ fkglam < sup [ (gidm s [ 1o, jam
hj JA

< S4Z-=c

22

b) f ist gleichgradig integrierbar.
Mit a) ist (f — f;); gleichgradig integrierbar. m
Satz 58.4 Sei b > 0.
g9:[0,00) = [0,00), 2 = (x = b)1{z>p)

ist konvex.
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Beweis. 1. Fall: z,y € (—o00,b] oder z,y € [b,c0). Wegen

g//‘(foo,b]
gH

[b7oo)

ist g konvex auf (—oo, b] und auf [b, 00).
2. Fall: Sei © < b <y und z € [b,y). Fir

c:zy_ze[o,l]
y—x
gilt
cx+ (1-c)y
y—2z z—x
= €T y
y— y—
_ 2y—ax)
y—z
Wegen z < b < z <y und
s=b<—(y—b)
y—
= (-by—z)<(z-=z)(y-0b)
— zy—zzx—by+br<zy—zb—axy+bx
— zx+by—zb—zy>0
— (z—y)lz—=0)>0
folgt
glex+(1—cly) = g(z)=2-b
z—x
< —b
< y_m(y )
= cgl@)+(1-c)g(y)
~

3. Fall: Sei © < b < y und z € (z,b] und ¢ wie oben. Dann gilt

glex+(1—cly) = g(z)=0

< cglx)+(1—c) gly)

~——

=0 >0
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Satz 58.5 a) (f;); ist gleichgradig integrierbar <=
3H : [0,00) — [0,00) mit
H
lim (z) =

r—o0 X

c:zsup/H(|fi|)dm < o0

el

b) H kann in " =" monoton wachsend und konvex gewdhlt werden.

Bewels. ”<": Sei

K, = inf &) o o
r>a X
Wegen
H
lim (z) =00
xT—00 x
gilt
H
lim K, = lim inf (z) =00
aloo alooz>a X
Wegen
H H
Ve >a: (x)Zinf (I):Ka
x x>a X
gilt
H(|fi(z)])
fi@) >0 =D > K
|fi ()] ’
H(|fi
Lisalfil < %hmm
Das ergibt
0 < lim Sup/1|fi|>a|fi‘dm
1
< lim —Sup/ H(|fi]) dm
@700 Ba iel Jifi|>a =

IN

>0
(1' 1) [ Hsia
im — | su i) dm
a—00 Ka iEIID

=0 =c<oo
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7=": Wegen
lim sup/|fi\1|fi|>andm:0

gilt: Es gibt eine Folge 0 < a,, T co mit

sup / (il = an)1 . 50, dm.

il
0<an<|fi(z)]
< sup/|fi\1|fi|>andm
i€l
< 2—n

Setze -
H: [O? OO) - [O? OO),H]‘ — Z(m - a’n)lwzan
n=1

H ist endlich: Wegen lim,, o, a,, = oo gilt
Ve Ing e NVn>ng: a, >x

und die Summe bricht ab.
H ist konvex: Da (x — a,)1;>,, konvex ist, ist die positive Linearkombi-

nation
N

Z(x - an)la?Zan

n=1
konvex und die kleinste obere Schranke

o0

Z(CE - an)lmzan

n=1

konvexer Funktionen ist konvex.
Es gilt Vx > 2a,, Vn € N

H(x) - ag
D I (B p
k=1
n
Qf
> Y (1-7) e
k=1
z>2a,>2a n
> * (1 - ak) ]-z>a;C
a, =
k=1 ,
>1/2
n
> —
- 2
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d.h.

H
lim (z) =00

r—oo I

Da (chv:l(\fA - ak)l'fi|>ak)N monoton steigt und > 0 ist, gilt
JE
/Z(lfz‘\ = an)ljf|>a, dm
n=1

oo
= > [Uh1 = el dm

n=1
door=1
n=1

<
d.h.
sup/H(|fi\)dm <l< oo
iel
[

Satz 58.6 Gilt fur (f;)
a)  sup || fi llp< oo firp>1
1€
oder b) Sup/\fi|10g|fi|dm <00
icl

so ist (fi)ier gleichgradig integrierbar.

Beweis. a) Fir
H :[0,00) — [0,00), 2 +— aP

gilt
H p
lim (z) - lim = = lim 2" =
c = sup/H(\fide:sup/|fi|pdm<oo
i€l i€l
b) Fiir

H :[0,00) — [0,00), 2z — |xlogz|
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gilt

lim H{z) = lim rlogx =00

T— 00 x xr— 00 €T

e i= swp [ H(f)dm = [ ]z fldm <

und |f;| ist gleichgradig integrierbar. m

Anwendung auf Wahrscheinlichkeitsmalle

Satz 58.7 Seien X; : (W, S,P) — (R,B) mit

sup |E[X;]] < o0
i€l
supVar[X;] < oo
i€l
Dann ist (X;); gleichgradig integrierbar.
Beweis. Da die Wurzel stetig ist, gilt
E[X}] = E[X;]*+Var(X;)
2
sup B[X?] < (sup E[XJ) +sup Var(X;) < oo
iel i€l iel

sup || X; ||2 sup F[X?] < oo
iel icl

und (X;); ist gleichgradig integrierbar. m

Satz 58.8 Seien X, X, € LP(W, S, P) fiir n € N. Dann sind gleichwertig:
6) limy .00 B [|X, — X|P]7 = 0.

b) X,, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit und (| X, — X|P),, ist gleich-
gradig integrierbar.

Beweis. b) = a): Da | X,, — X|? gleichgradig integrierbar ist, wihle a sodaf

Sup/ X, — X[PdP < <
neNJ|X,—X|P>a 3

Da X,, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit, gilt

EInOVnZnO: P|:|X7L—X|p25] <£
3 3a
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Das ergibt,

/ X, — X|PdP
w

/ 1X,, —X|de+/ X, — X|P dP
{|X,—X[P>a} (e/351X0 =X [P <a} v

<e/3, da gleichgradig integrierbar

+/ X, — X|PdP
{|Xn—X\P<€/3}H_/
<e/3
£ g g
< £ P{X”—Xp>f} <
3 el |l "z3]+3
< €

a) = b): X,, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit.
Sei € > 0. Wegen lim,,_,o, E[|X,, — X|?] = 0 gilt:

AN eNVn> N: Og/ | X, — X|PdP < €P§
w
Das ergibt Vn > N

5P > / X, — X|PdP
|X"—X\Zah>\/_/
>eP

Ep/ dP
|Xn_X|Z€

= PP[X, - X| > ¢

Y%

Somit gilt
YneN: P[|X, —X|>¢ <
Da § > 0 beliebig war, folgt
Tim PlX, — X| =] =0
| X, — X|P ist gleichgradig integrierbar: Sei ¢ > 0 beliebig.
Jim | X, = X (=0
= dINVn>N: /\Xn—X\de<s

= VYn>N: /|Xn—X|p1‘Xn_X|p2adP<€
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Wegen |X,, — X|P < oo P-fast sicher a — oo
| Xn — X|P1ix,—xp<a T | Xn — X|P P-fast sicher

und somit

a— 00

lim / | Xn — X[P1lix,—xp<adP = / | X, — X|PdP = K < o0
w w
Da die linke monoton steigende Zahlenfolge beschrinkt ist, folgt

V1 <n < N Jag(n) Va > ag(n) : /|Xn — X|P1ix,—xp>adP < €

Mit N
Ay = mgi(ao(n)
gilt
Ya > Ag Vn € N : /|Xn — X‘p1|X",)(|pZadP <e
lim sup/ | Xn — X|P1ix,—xp>adP =0
|

Satz 58.9 Sei (X,,), gleichgradig integrierbar und X € L'.
a) Fir X, geht gegen X nach Wahrscheinlichkeit, gilt

lim E[|X, — X[] =0

n—oo
b) Fir lim, ., X, = X P-fast sicher gilt

lim E[|X, — X|] =0

lim E[X,] =E { lim Xn}

d.h. man kann den Grenzwert aus dem Integral ziehen.

Beweis. a) Da (X,,),, und X gleichgradig integrierbar sind, ist (| X,, — X|),
gleichgradig integrierbar.
Da X, gegen X nach Wahrscheinlichkeit geht, folgt mit p = 1 und dem
letzten Satz

lim F[| X, —X]|]=0

n—oo
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b) Aus lim, o X, = X P-fast sicher folgt X,, geht gegen X nach Wahr-
scheinlichkeit und mit a)

lim E[|X, - X|]=0
Wegen X = lim,,_,, X,, P-fast sicher gilt

0

IN

lim ’E[Xn] -E { lim Xn}

n—oo n—o0

, P-fast sicher lim |E[Xn} - E[XH

n—oo

lim |E[X, — X]|

n—oo

lim E[|X, — X|]

n—oo

0
E [ lim Xn}

n—oo

X=limy,_ oo X

3

IN

lim E[X,)]

n—oo
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59. Male und Dichten

Im ganzen Kapitel seien m,p Mafke auf (W, 5).

Definition 59.1 a) Ein Mafi m auf (W, S) heifit abzdhlbar endlich <—
3 Folge (Ep)n in S mit E, TW und Vn € N: m(E,) < oo
b) Das Mass p auf (W, S) hat eine Dichte f beziiglich m <—

3 messbares f : W — [0,00] VA € S : p[A] z/ fdm
A

Beweis. Wir haben in der Einfithrung gezeigt

S - [O,oo),AH/Afdm

ist ein Mafs. m

Satz 59.2 (Eindeutigkeit der Dichte) Seien f,g € T*.
a) f =g m- fast dberall = VA e S: [, fdm = [, gdm

b) "< gilt im Allgemeinen nicht.

¢) Sind f oder g integrierbar, gilt

f =g m- fast dberall <— VAES:/fdm:/gdm
A A

Beweis. a) Da f = g m-fast iiberall gilt f14 = g14 m-fast iiberall.
Im Kapitel iiber fast iiberall geltende Eigenschaften haben wir gezeigt, dass

dann gilt
/ fdm = / gdm
A A
b) Fiir
W =R
S={ACR:Aoder A% sind abzéhlbar }
m: 8 — [0,00], A { 0 fir A abzahlbar
oo sonst
f=1
g=2
und

VAGS:/fdm:/gdm
A A

1.) S ist eine abziihlbare Algebra:
R € S, da RY = () abzshlbar
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Aus A € S folgt AY € S: Nach Definition von S ist A oder A® abzihlbar.
Aus A; € S folgt |J;2, A; € S
1. Fall: Vi gilt: A; ist abzdhlbar. Dann ist Ufil A; abzahlbar und somit

[OJAZ‘ es
i=1

2. Fall: 35 € N mit Ajc ist abz&hlbar. Dann ist

0o ¢ )
i=1

i=1

abzahlbar und somit

UJ4aies
i=1

2.) m ist ein Mafi auf (W,S):

m[A] € {0,00} > 0.

m[0] = 0, da 0 abzéhlbar.

oo

DA

=1

Yoo, A; ist abzéhlbar

0

oo sonst
0

o0

m

Vi € N: A; ist abzahlbar
sonst

“egenmA 6{07(::} gilt

Wegen
mlf # gl =m[W] = oo

gilt
f # g m-fast iiberall

c) Sei f integrierbar. Wegen

/gdmvzor/ fdm < oo
w w
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ist g integrierbar. Mit
N:={f>g}es
gilt
fIN=gln=(f—9)In =0
N——

>0 auf N

/ledmz/glNdm

Da nach Voraussetzung

gilt
[ ¢ =9yvam= [ iim~ [ giydm =0
~——
>0 auf N
Somit

m[N] =m[f >g] =0
Analog gilt
m[f <g]=0
und mit
m[f # gl =m[f <gl+m[f>g]=0
folgt f = g m-fast iiberall. m

Satz 59.3 Seien s,t Mafle auf (W, S) mit s{W] < t{W] < oco. Dann gibt es
ein W* € S mit

<
VAeS,ACW*: s[A] < t[4]

Beweis. Man schneidet schrittweise Teile aus W heraus.
Setze u: =t —s. Dat,s >0 gilt VA € S:

d.h. u ist beschrankt.
Setze A1 = 0, W, = W und W,,11 = W,,\By11, wobei die B, 11 wie folgt
aus den W,, konstruiert werden: Sei

cp i=1inf{u[d]: A€ S, ACW,}
Dann gilt Vn € N:

inf

cn < ufl] = t[0] — s[0] = 0
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1. Fall: ¢,, = 0. Dann ist VA€ S, A C W,
t[A] — s[A] =u[A] >0
Das Verfahren bricht ab, indem man W* = W,, setzt, denn
sIW*] = s[W,] < t{W,] = t{W7]

und
VAe S, ACW*: s[A] <t[A]

2. Fall: ¢,, < 0. Da ¢,, grofste untere Schranke ist, gilt
3Boi1 € S, Bpi1 C Wi : w(Busy) < %”

Setze
Wit = Wn\Bn-i-l

und setze das Verfahren fort.
Nach Konstruktion sind die B,, schnittleer. Wegen

STluBal < Y B+ sB,]

= ¢ ZB" + s ZB”
n=1 n=1
= t[W]+ s[W]
< 0
gilt
lim u[B,] =0
Wegen
0> %” > u[B,]

folgt lim,, o ¢, = 0,
Setze W* = (2, W,. Da W,41 C W, gilt

WniﬁWn:W*

n=1
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Wegen

o - e

stetig von oben

= ZIZHZ u[Wh] T
u[Wii1] = u[Wh)
gilt
tW*] —s[W*] = wu[W*] = r}l—>Holo u[Wh)
> w[Wh] >0
d.h.

Sei A e S;A C W*. Dann gilt
YneN:ACW,

Da ¢, die grofte untere Schranke ist, gilt

VneN: uld] > ¢,
u[A] > lim ¢, = 0
tA] < s[A]

]
Definition 59.4 Seien m,p Mafle. m heifst absolut stetig bzgl. p <—
VAeS:m[A]=0=p[A]=0
Schreibweise: p << m.
Satz 59.5 Seien m, p abzihlbar endliche Mafe auf (W, S). Dann gilt
p hat eine Dichte beziiglich m <= p <<m

Beweis. 7= Gilt m[4] = 0 folgt

pla] /A fdm = / {la dm

=0 m-f.s.
= /Odm =0
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7« 1.Fall: Seien p,m endlich. Setze

G::{geT*

VAES:/gdeP[A]}
A
Das Ziel ist

/A gdm = p[4]

G#0
Aus g, h € G folgt max(g, h) € G:

/max(g,h)dm = / gdm—|—/ hdm
A An{g=h} An{g<h}

p[AN{g > h}| +p[AN{g < h}]
p[A]

Wegen g =0 € G gilt

Damit gilt im Grenzwert

c:= sup/gdm < pW] < o0
geG

Sei (g7)rn eine Folge in G, die die kleinste obere Schranke c erreicht, d.h.

lim [ gidm=c

n—oo

Durch
Vn eN: gn = max(gf,...,g:) € G

erhilt man eine monoton steigende Folge (g,,)n in G mit

g:;ggﬂ- sup
/gfldm < /gndm <c

Im Grenzwert gilt

c=lim [ gidm< lim [ g,dm<c

n—oo n—oo
Setzt man
f:= lim g,
n—oo
erhalt man

/fdm:/ lim g,dm 0=gn T/ 1im gndm < p[4]
A A A

n—oo n—oo
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und f € G.
f ist eine Dichte von p beziiglich m:
Setze VA € S

fA) = ol - [ gm0
A
Das soll eigentlich Null werden.

Wegen t[W] < p[W] ist t ein endliches Maf.
Sei m(A) = 0. Nach Voraussetzung folgt

0
1A] :pW*AMm

Vor 07/ 1af dm=0
W~

=0m—f.4.

Annahme: Sei t[W] > 0. Wegen m[W] > 0 setze

1= g 0
Fiir ¢ - m gilt
gl W] = (Y]
_ %t[W] < t{W]

Wir haben schon gezeigt, dak dann ein W* € S existiert mit

™

> q-m[W7¥]
VAe SSACW*: t[A] > ¢-m

[A]
Damit 14t sich aus f eine grofere Funktion f* konstruieren. Setzt man
[ =rf+aw-

folgt fiir alle A € S:

/Af*dm = /Afdm+q~m[AﬁW*]
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d.h. f* € G. Da 0 < g - m[W*] folgt der Widerspruch

csgp/f*dm = /fdm—i—q-m[W*]
—_———
— >0

> ¢
Also gilt VA € §
tA) =plA] - [ fam =0

2. Fall: Seien p,m abzéhlbar endlich. Dann gibt es Folgen (4;);, (B;):
in S mit A; T W, B; 1 W und m[4;],p[B;] < o

vweWﬂuVZZHMEAZ
Yw e W dig Vi > iy :w € B;

folgt fiir ip := max(i1, i2)

YweW JigVi>ig:weC; =A;,NB;

d.h.
c; 17w
m[C;] = m[4;NB;] <m[4;] < oo
p[Ci] = plAinBi] <p[Bi] < oo

Setze E,, := Cp\Cp—1. Dann gilt

Ci = Y E W
k=1
plE] < plCi] < o0

Definiere deshalb die endlichen Mafse

pi: (W,8) — [0,00), A+ p[AN E;]
m; : (W, S) — [0,00), A — m[AN E]

Sei m;[A;] = m[AN E;] = 0. Wegen p << m gilt

pi[Al =p[ANE;] =0
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und es folgt
P << my

Nach dem 1. Fall existieren f; > 0 mit
pilA] = /fidmi
Sei g =1p.
/gdmi =m;[B] =m[BNE;] = /1Ei13dm

Mit Linearitdt und dem Grenzwert monotoner positiver Funktionen folgt

/gdmi :/1Eigdm

Das ergibt
AP VP8 2P0 [ S PSS
i=1 i=1 =t
1. Fall Z/ fidmi:Z/ g, fidm
i=1 A i=1 A
teifi20 /Zfi]-Eidm
AG=1
Mit

f= Z filg,
i=1

folgt die Behauptung. =

Satz 59.6 (Zerlegung von Maften) Seien p,m Mafle auf (W,S) und p
endlich. Dann gibt es eindeutig bestimmte Mafe p1,ps auf (W, S) mit

i) p=p1+Dp2

ZZ) P <<m

#i) 3B € S : p2[B¢] =0 und m[B] =0

Beweis. Existenz: Seien

N, = {Be€S:m[B]=0}
¢ := sup{p[B] | m[B]=0,B¢eS}
< pW] <0
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Sei (B;); eine Folge in N,,, die die kleinste obere Schranke erreicht.

lim p[B;] = c

Fiir B :=J;2, B; und A € S setze

p1: (W, 8) = [0,00), A p[AN B
p2: (W, S) — [0,00), A+ p[AN B]

Das ergibt
plA] = p[ANB+ANBY]
= p[ANB]+p[An B°]
= pi[A] + p2[A]
Es gilt
m[B] = m UB,» SZm[Bi]:O
p2[BC] = plBYNB]=pll] =0

Sei m[A] = 0. Dann gilt
p[B+ANBY] = p[Bl+p[AnB°]
De sup

2ef c+pi4] < ¢

d.h.

Eindeutigkeit: Sei A € S beliebig. Gelte
p=p1+p2=pi+D;
Nach Voraussetzung gibt es B, B* € S mit

m[B] = 0 und p, [BC] =0
m[B*] = 0undp}[B*]=0
Wegen
pL,pT << m

m[BUB*] = 0
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gilt
p3[A]
= ps[AN(BUB")] +p; [AN(BUB"C]
= (p—p})[AN(BUB")] +p; [ANBY N B*]

=0, da p3[B*]=0
= plAN(BUB")| —pi[AN(BUBY)
=0, da m[BUB*]=0
= pl[AN(BUB")]—pi[AN(BUB")
=0, da m[BUB*]=0
= (p—p)[AN(BUB")] +p2 [ANB°NB*]

=0, da p2[B€]=0
= plAN(BUB*)]+p2 [AN(BUB*)“]
= pafA]

d.h. pe = p5 und damit
PL=p—D2=D—Ps=Dp]
| |

Satz 59.7 (Zerlegung von Maften) Seien p,m Mafle auf (W,S) und p
abzdhlbar endlich. Dann gibt es eindeulig bestimmte Mafe p1,ps auf
(W, S) mit

i) p=p1+Dp2

ZZ) P <<m

iti) 3B € S 1 py [BY] =0 und m[B] =0

Beweis. Da p abzihlbar endlich ist, gibt es eine Folge C; T W mit p[C;] <
Q.
Setze

E, = O
C; = > E;jmit E, =C,\Cp
i=1
Wegen
p[ANE;] <plEi] < oo
sind

pi (W, S) — [0,00), A— p[AN E;]
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endliche Mafse. Damit gibt es pi ;, p2; mit
’L) P, <<m
ii) 3B} € S :pa[Bi°] =0 und m[B]] =0
ii1) Pi = Pi,1l T Di2
D2,i [BZC] D2,i [BI{C U EZC']
D2,i [BQC] +p2,i [Eﬂ
———

IA

1
=%
=

oy

I -3

Il
<]
o
)
=
e

0
m[B;] = m[B/NE;]<m[B]=0
d.h.

Z) P1i <<m
ZZ) E|Bl €S:B; C E; und p27i[BiC] =0 und m[B,] =0
iii) Di = Di,1 +Di2

Wegen B; C E; setze

p1:(W,S) —[0,00), A — Zpu[A]

i=1

pe: (W, S8) —[0,00), A — Zpg’i[A]

i=1

i) Sei m[A] = 0. Dann gilt

mlA] = ;Mi([)A] =0
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ii)

-~ - c
p2[B°] = > pas ( Bi)

i= =1
o0 o0
C
= § D2, ﬂ B;
=1 =1

o0
sz,y‘, (B =0
i=1

IN

iii)

plA = »p AﬂZEi :ZP[AOEA
= YopilA =Y pa A+ paslA

Wenn p eine Dichte f hat, kann man gleich mit dieser integrieren.

Satz 59.8 Sei f eine Dichte von p bzgl. m, d.h. p(A) = [, fdm. Dann gilt
a)
VheT*: /hdp:/hfdm

b) Ist h : W — R messbar, so gilt

h ist p-integrierbar <= h- f ist m integrierbar

/hdp:/hfdm
Beweis. a) i) h = 14:

Jrado= [ dp=plar= [ fam= [1afdm

In diesem Fall gilt auch
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ii) Sei h =31 | cila,

/hdp = Zci/uidp
=1

iii) Sei h € T* und h,, € T mit h,, T h.
Dann gilt A, - f T h- f und

/hdp nlh Tim /h dp 2 Tim [ by fdm h”-:w/hfdm

b) mit a) folgt

und
/hidp<oo — /hifdm<oo
/hdp = /h+dp—/h dp
- /h*fdm—/h fdm
= /hfdm
| |

Beispiel 59.9 Die tdgliche Niederschlagsmenge | auf (R, B).
Sei p ein MafS mit

pl(—o0,z]] = F(z) = { 0 z <0

1—%6’3” x>0

Finde eine Funktion f > 0 und ein Maf§ m mit

o= [ gam
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Beweis. Wegen

>0

N~ O

ist p nicht absolut-stetig beziiglich . Mit dem Punktmak § in 0 hat p be-
ziiglich

m:=1+ =9
+ 5 {0}
die Dichte

t<0
t=0
et t>0

@) =

== O

denn fiir das Erzeugendensystem (—oo, 2] mit z € R gilt
| foman

ot o,
= /056 dt+§~50[(—oo,x“

firz <0
firz=0
e flirz>0

= pl(=00,7]]

|
— o= O

N

Da p, m endlich sind, ist die Dichte eindeutig. m
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60. Ein 0-1-Gesetz

Definition 60.1 a) Seien (S;)icr abzdhlbare Algebren. Die abzdhlbare Al-
gebra

Ser= (1 Sl U9
JCI,0<|J|<o0 JEINJ

enthdlt die Ereignisse, deren Eintreten von keiner endlichen Teilmenge J C
I abhingt.

b) Fiir A; € S setze S; := {0, A;, A, W} und S, wie oben.

¢) Fir X;: (W,S,P) — (R,B) setze S; := S(X;) und Ss wie oben.

Beweis. a) Der Schnitt abzéhlbarer Algebren ist eine abzdhlbare Algebra.
b) Wegen

e {0,A;, AT, W}
Be {0, A;, A W} = BYc{l A, A7, W}

B; € {@,A“A?,W} = U B; € {@,AZ,AZC,W}
el

gilt
S(Al) = {(Z)a Aiv Azcv W}

Satz 60.2 a) Sei I abzdhlbar und (J,)nen endlich mit J,, C Jp41 und I =
U2, Jn- Dann gilt

b) Fir N gilt
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Beweis. a) "C”:

vneN: S| | Sm c S| U S
mel\Jy, meI\J,
| T |<oo
vneN: ) s( U Sm C s( U Sm>
JCI,|J|<o0 meI\J meI\J,
N S| U Sm C ﬁs U Sm
JCI,|J|<o0 meI\J n=1 meI\J,

72" Sei J C I endlich. Wegen U;o:l Jn =TI und J, C Jpq1 gilt
ViedJ3dn;: je Iy,
JC JN::maxng nj

und

V]J| < oo ﬁs( U sm) - S( U Sm>

n=1 mel\Jy, mel\Jn

sl U Se
meI\J

ﬁs U sm] ¢ N sl U sn
n=1 meI\J, JCI,|J|<o0 mel\J

b) Fur J, ={1,...,n— 1} gilt
ﬁs U Sm :ﬁs<65m>
n=1 meN\J, n=1 m=n

Satz 60.3 Sei R C Pot(W) ein Ring und m ein Maf euf S(R), das ab-

zdhlbar endlich auf R ist. Dann gilt

VA e S(R) mit m[A] <ocoVe>03IneN3IA,...,4, € R:

(A\ > Ai> + (Z AAA)
i=1 i=1

m <e
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Beweis. Wegen A € S(R) und m[A] < oo gilt

m[A] = m"[A]

Somit

dB;, € R : =
dneN: Y ° o m[B]

Da A C U;2, B; gilt

s
i=1

m

und somit

AcUiZ, B:
<

w

ING

IA

Z?il m|B;]

AN IAN N

L i=1 i=1

m GBi\OBl +m GB,-\A
Li=1 =1 =1

m [j Bi| +m [j B;| —ml[A4]
Li=n+1 i=1
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Wegen

UBi = Bl+zn:BmB£1m...me

i=1 =2

= Bi+Y (BnBZ)Nn...n(BinBY)
1=2
n i—1

= B+ [(B\B)

i1
=2 €R
setze

A1 B eR
i—1

4; = [)(B\Bj)€R

Jj=1

und es folgt

dkeNdA,,..., A, € R: m <e

(5) ()

Satz 60.4 Seien (Sy,), abzihlbare Algebren und

G, = {ﬂAk:AkeSk}
k=1

R, = () Ak : Ak € Sk
j=1k=1
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Dann gilt
1.) A BeG,=ANBedG,

2)  ABeG,=A\B=)» C;mitC;cq,
j=1
l m
3)  ABi,....BieG,=A\|JBi=> C;mitC;eG,
i=1 j=1
4.) R, ist ein Ring
5) R, C RnJr]
6.) R= U R, ist ein Ring

neN
7)  S(R) =S <G sn>

Beweis. 1.)

ANB

ﬂ AN m By
k=1 k=1

= ﬁAkﬂBkEGn

k=1 €Sy

2.) n = 2: Wegen

(BiNBy)® = BYuBY
BY + B N By

gilt
A\B = A;NAyN (B NBy)°
= ANAn(Bf + BY NB)
ANBYN Ay + AN B NAy,NBY
—_—— N S ———

€St €852 €St €Sy
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n — n+ 1: Wegen

(A1) - (mnfin)

k=1 k=1
n C
= BY.,U (ﬂ Bk.>
k=1
= (ﬂ Bk> + B¢ N ﬂ By,
k=1 k=1
gilt
n+1 n+1 c
A\B = ﬂ AN ( Bk>
k=1 k=1
n+1 n c n
= mAkﬁ <ﬂBk> +Bg+lﬁﬂBk
k=1 k=1 k=1

C n
Bk> NAps1 + ﬂ(Ak N Bg) N A1 NBY,
~—_———

k=1
€Sn+1

k=1
€Sn+1
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3.) I =1:in 2.) gezeigt.
l—1+1:

+1 l
A\ J B; <A0ﬂ30>m3l+1

i=1
l
(A Bl> N B,

m
Flll
: (z nBg,

[t
Ms

Ci\Bi11

m
Fall [=1 .
= E ij mit ij e G,

4.)

Il
3>
—.

{=

e
™
EQ

m
e

j=lu= e,
AUB = A\B+B
m t

%
N
O
+
g
=
Mm
=
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5.)

%

Z m Ak’j € R,

j=1k=1
W, s, 7 n
+1:€> +1 Z (Wn,-i-l n m Akx7j> S Rn+1
j=1 k=1
= R, C Rn+1
6.)
0eR, - he | Rn
n=1
A,Be | R, = Im,n: A€ R,,,B€ER,
n=1
Fmentmnl BEERE \ B AU B € Riyax(on)
= A\B,AUB€ | JR,
n=1
7.)
VvneN: A,eS, = A,€R
VvneN: S, C S(R)
S <U Sn> c S(R)
n=1
und
oo
VneN: RnCS<U S,,)
n=1
o0 o0
S(U Rn> CS(U sn>
n=1 n=1
| |

Satz 60.5 Seien (Sy)nen unabhdngige abzihlbare Algebren. Dann gilt

VA € Sy : P[A] €{0,1}
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Bewels. Sei € > 0.
AESOO:>A65<U 5n> = S(R)
n=1
Fir
P:S(R)—[0,1], A~ P[A]

gilt

dN e NdBy,...,BN€R: P <e

(5em) (o

Wegen R = J,; R, gilt

dneN: By,..., By € R,

N
Z Bz S Rn
=1

aufferdem
Ae ﬂs(UsZ) :>AES< U 51-)
n=1 i=n i1=n-+1
Setze
H, = {AmB; A Be U&}
i=1
Hy, = {AOB: A,Be |J Si}
1=n—+1

Dann gilt mit B=W

H; ist durchschnittsstabil

S(Hy) =S (O Si)
S(Hs) = S( D Si>

t=n-+1
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und somit

(S;); sind unabhingig
= H; und Hj; sind unabhéngig
H; durchsc:ll>nittsstabil S(Hl), S(HQ) sind unabhéngig
oo n
= S’( U Si> und S <U S,-) sind unabhingig
i=n+1 i=1
= A, B sind unabhingig

und mit

|
&
|

P[BN A+ P[BN A]
P[B\A] + P[4]
P[(B\A) + (A\B)] + P[A]
P[A] +¢

IN A IA

folgt

™
\Y
N

(52m) (3o

A\B] = P[AN BY]

|
i)

A,B unabhéingig

2
N

(AVAY
i)

Im Grenzwert € | 0 gilt
0 = PlAJ(1-P[A)
P[A] = Ooder P[A]=1
P[A {0,1}

m

Beispiel 60.6 a) Fiir (A,)nen gilt

oo oo oo o0

U A A ) U Anese

n=1m=n n=1m=n
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b) Seien X,, : (W, S, P) — (R,B). Dann gilt

liminf X,,, limsup X,, sind S, — messbhar

n—oo n—oo

c) Seien X, : (W, S, P) — (R,B). Dann gilt

1 & 1 &

liminf — E X;, limsup — E X, sind S — messbar
nee 4 n—oo N5

Beweis. a)

o0

U 4An €
N U4

n=1m=n

oo c oo oo
ﬂ A’m) = ﬂ U A% S

DL
nn icg
N
i/

3
Il
-

-t
Ce 1Co#
5

N———

1m=n n=1m=n

U N4

n=1m=n

{

D¢
95)
1Ce
&
N———

13
n
AS/_\ Y
Il
3
3
N———

3
Il
<

b)

(sup Xm> ist monoton fallend

m>n

= VN eN: inf sup X,, = inf sup X,,

n>lm>p n>N p>n

= VN eN: inf sup X,, ist S ((Xn)n>n)-messbar

n>1 m>n
= inf sup X,, ist Soo-messbar

n>lm>n
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liminf,,_ . X, genauso.
c) Wegen

YneN: X,(w) eR

N
1
= VN eN: liminf-» X;=0
ninf 7>
= VNeN: I 'f1 nX'—l' 'f1 nX'
lminfy 3 Xi=Hmints > X,

i=1 i=N

1 n
= VN eN: liminf =) " X; ist S ((Xp)n>n)-messbar
=1

n—oo M 4

1 n
= liminf — Z X; ist Soo-messbar
=1

n—oo n 4
|

Satz 60.7 a) Seien X,, : (W, S, P) — (R,B) unabhdngig. Dann gilt

liminf X,, = konstant P-fast sicher
n—oo

limsup X,, = konstant P-fast sicher
n—oo

b) Seien X, : (W, S, P) — (R,B) unabhdngig. Dann gilt

1 n
lim inf — E X; konstant P-fast sicher
n—oo N P

1 n
lim sup — Z X, = konstant P-fast sicher
n—oo N o1
Beweis. Da die X,, unabhéngig sind, sind (S(X,,)), unabhingig, d.h.
VA€ S : P[A] €{0,1}

Da liminf, o, Soo-messbar ist, gilt

Yz eR: {limiann < x} € Ss

n—oo

d.h.
Ve eR: P[liminf X, <z € {0,1}

n—oo

Andere genauso. =
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Teil V.
Bedingte Erwartungswerte
und Martingale

61. Bedingte Erwartungswerte

Sei X : (W, S, P) — (R,B) und Sy C S eine abzihlbare Algebra von Ereig-
nissen, von denen wir wissen, daf sie eingetreten sind oder nicht.
Ist X Sy-messbar, so ist

VeeR: {X =c} €85

und wir kennen X.

TIst X nicht Sp-messbar, so suchen wir eine Syp-messbare Funktion F[X|Sp],
die eine gut handhabbare Niherung von X ist. Da wir oft Erwartungs-
werte betrachten, nihern wir in L'.

1.) Ein Spezialfall
Im folgenden einfachen Fall lift sich die gesuchte Funktion direkt angeben.

Satz 61.1 Sei X >0, W =5 A, und
XlA
E[X|So] : W — R, wHZEX\A 114, (w Z “PIA] 1, (w)
i=1 1:P[A;] ¢

Dann gilt

a) So = {X;c; Ai : I C N} ist eine abzihlbare Algebra.
b) E[X|So] ist Sy messbar.

¢) Fir alle So-messbaren Yo > 0 gilt

E[XYo] = E[E[X]So] - Yo ]

d) Insbesondere gilt
E[X] = E[ E[X]S0] ]
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Beweis. Sei P[A;] > 0. Dann ist P[-|4;] ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Sei
BesS.

EllplA] % /1de[.|Ai}

= P[B|A]
pef P[BN A
P[A;]
- P{lAi]/lBlAidP
Def E[lBlAi]
P[4

Fir ZZ:l blek € T(S) gﬂt

E | bilp 4| = /Zblede[-|Ai]
k=1
Zbk/lgde |A;]

Z p, Zailed 1A 1Bk

[Zk:l bk]‘Bk ]‘Ai]
P[A;]

w
I

und fir X,, € T mit X, T X > 0.

n—00

E{nm Xn|AZ} — /Hm X, dP[|Aj]
n—oo

= lim [ X,.dP[|A)]

= lim ElXnlal [Xnlal]
2 TPl
E [limy—oo Xp14]
P[A;]

a) 1) W = Zzozl An € SO
2.) Sei B=)_,.;A;i € So. Dann gilt

= ZAiESO

iEN\T
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3.) Seien B; =% "..; A; € Sp. Dann gilt

[j Bj = Z AZ € So
j=1

iEU;‘X;l 1;

il

b) Da A; € Sp ist 14, So-messbar. Damit ist

Bx|s) = Y EEaly )

, P[A;]
z:P[Ai}>Oa’_/
>0

So-messbar.
c) Sei Yo = 14, und P[A;] > 0. Wegen

141 . 1Ai fiiri:j
A4 TV 0 fiiri £

bleibt nur ein Term der Summe erhalten

Xl
E[ E[X|So] 14,] = / > A L, 14,dP
1:P[A;]>0
E[X14,] E[XlA.]/
= [ 2 Ay, ap=— A [, ap
/ P[Aj] P[A;]
——
PlA;]
= E[X14]
Fiir P[A;] = 0 gilt
E[ E[X|So) 14, | = /OdP_O P pix1,)
——
=0
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Seien Y, = S0, exla, € T(So) mit ¥, T Yp. Dann gilt

/ Z XlA ———14, hm chlAde

i:P[A;]>0

= gm [y Fd 1AZ%1Ade

i:P[A;]1>0

XlA
- szr;ozck [ ¥ St

:P[A;]>0

E[E[XSo]Yo]

N,
= lim chE X14,]

n— 00
=1

- 7}Ln;oz:ck/1AkXdP
k=1
Ny,
= T}ergo/gcklAkXdP

= /lim Y, XdP

n—oo

= E[XY)
d) Da W € Sy ist Yy = 1y Sp-messbar und

EX -1w] = E[E[X[S] 1w]
E[X] = E[E[X|S]]

2.) Der allgemeine Fall

Satz 61.2 (Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung)
Sei X : (W, S, P) — (R,B) mit X >0 und P[X < o0] =1.

Dann existiert ein P-fast sicher eindeutiges E[X|So] > 0 mit

1.) E[X|Sy] ist So-messbar.

2) VA€ Sy: E[XlA] = E[E[XlSO}lA]

E[X|So] heifit bedingte Erwartung von X bzgl. Sy

Schreibweise: E[X|Y] := E[X|S(Y)]

Beweis. Eindeutigkeit:
Seien 1.) und 2.) fiir E[X|Sp] und E[X|Sp] erfiillt.
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Da E[X]So] — E[X]So] So-messbar ist, gilt

Ay = {E[X|S()] > E[X|S(]” €5y
Es folgt

E[E[X|So)la,] "% E[X1a,]

= B[EX[S]1a,]
Damit ergibt sich

E[(E[X|So] — E[X[S0]) 14,] = 0
>0 auf Ag
P[4y] = 0
Genauso ergibt sich
P[E[X|So] < E[X[So]] = 0
P[E[X|So] # E[X[So]] = 0

E[X|Sy] P-fast sicher

E[X]S0]
Existenz: Seien A; € Sy und
Q: (W, 50) — [0,00], A= E[X14]
1.) Q ist ein Maf auf (W, Sy), da

QU] = E[X1]=E[0]=0
Q[A)] = E[X14,]>0
Q iAi = E[Xly= 4] =E Xiul]
= D_BX1a]=3} QA

2.) Q ist absolut stetig bzgl. P: Da fiir P[Ay] = 0 gilt

Q[Ao] = /XlAOdP —0
3.) Q ist abzdhlbar endlich: Wegen
1 = P[X < ]

G{Xﬁn}]

n=1

lim P[X < n]

n—oo

= P

monoton
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gilt
{X < n} 1 W P-fast sicher

und
QX <n] = BlljxcnX]
= /1X§nXdP
< nPX<n|<n

4.) Damit existiert eine Sy-messbare Dichte Y > 0, sodal

YAy € 5 : Q[Ao} = / YdP

Ao
Mit
Def
E[X14,] = Q[Ao] = E[Y14,]
gilt
E[X|Sy] =Y > 0 P-fast sicher
|

Satz 61.3 Gleichwertig zu 2.) ist
VSo-messbaren Yy > 0: E[XYy] = E[E[X]|So]Yo]

Beweis. " =": 14 ist So-messbar fiir A € Sy
" <" Seien Y i c1la, € T(Sp), d.h. A; € Sy

n

X ZcilAi] = Y ¢E[X14]
=1

i=1

E

= i:ciE [E[X|SO}1AVL]

= F

E[X|So} zn: CZ'].A;|

=1
Sei Z,, € T(Sp) mit Z, ] Yp. Dann gilt
E[XYy] = E [X lim Zn]

n—0o0

= lim E[XZ,]

n—oo

= lim E[E[X]|S0]Z]

al E[E[X\SO] lim Zn]
= E[E[X|S]Y]
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Definition 61.4 Sei X = XT — X~ mit E[XT] < co oder E[X ] < oo.
Setze
E[X|So] = E[XT[So] — E[X~|So]

Satz 61.5 a) Ist E[X 1] < 0o oder E[X ™| < oo so gilt
E[X] = E[E[X|S0]]
b) Fiir X1, Xo € L' gilt
ElcX1]|So] = cE[X1|So] P-fast sicher
E[Xy + X5|So] = E[X1]So] + E[X2|So] P-fast sicher
c) Aus X1 < Xy P-fast sicher folgt
E[X1|So] < E[X3|So] P-fast sicher

d)
[E[X]So]| < E[IX] [So]

e) Fir P-fast sicher monoton steigende X,, > 0 gilt

n—oo

E [ lim Xn|SO} = lim FE[X,|So] P-fast sicher

f) lim,, o X, existiert P-fast sicher, dann gilt

lim E[X,|So] existiert P-fast sicher

n—oo

Beweis. Sei Y > 0 Sy-messbar.
a) Yy = 1 ist Sp-messbar. Mit

E[E[X|So]*] = E[E[X*|So]Yo]
bedingte Erwartungswerte E[ XiYO ]
= E[X¥]
gilt
E[X*] - E[X™] = E[E[X™|So]] - E[E[X™|So]]

b) 1.) Da E[X1]So] So-messbar ist, ist cE[X;]Sg] So-messbar.
Fir ¢ > 0:

EleXiYo] = E[X{(cYy)]
E[B[X7|So)(cYo)]
= E[cB[X{|So]Yo]
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Mit der Eindeutigkeit gilt
EleXE|So] = cE[XE|Sy] P-fast sicher
Fiir ¢ < 0:
EleXiYo] = —BIX{(-eYp)]
—  —B[BIXE|So)(—e0)]
E[CE[XﬂSO]YO]
Mit der Eindeutigkeit gilt

EleXi|So] = cE[XE|Sy] P-fast sicher
2.) E[X1]So0] + E[X2]So] ist So-messbar. Mit
W = {X1 >0, X9 ZO}+{X1 < 0,X9 <0}

H{X1>0,X <0, X > X5} +{X1>0,X> <0, X{ < X5}
+{X1<0,X2 >0, X > X7 1+ {X1<0,X2>0,X, <X}

gilt
Xi+Xo>0auf A, .= {Xl >0,X5 20}
X7+ Xo < 0auf Ay :={X; <0,X5 <0}
X1 4+ Xy > 0auf Az :={X; >0, X, <0, X;" > X, '}
X1+ Xy <0auf Ay := {Xl >0,X5 <0,Xf_ <X2_}
X1+ X5 ZOaqu5 = {Xl <0,X2 ZO,X; ZXf}
X1+ Xo <0auf 4g := {X; <0,X5>0,X, < X;}
Wegen
FE [XfYo] = F [Xf(lA1 +1a, + 1A4)Y0]
E[Xfo] = E[Xf(lAz—i-lAE)—l—lAﬁ)Yb]
E[XIYy] = E[X;)(la, +1a; 4+ 14,)Y0]
E [XQ_}/O] = E [X2_(1A2 =+ 1A3 + 1144)}/0]
gilt
E[(Xl +X2)Y0]
2B [(X0+ Xo)TYo] — E [(X1 + Xa) 7 Yo]
= FE[(X1+X2)(1a, +1a, +14,)Y0]
-F [(Xl + XQ)(1A2 +1a, + 1A6)YO]
= E[(X{1la, + X 14, — X7 1a, + X514, — X5 1a, + X5 14,)Y0]
—E[(X71a, — X{1a, + X7 1ag + X5 1a, + X5 1a, — X5 14,)Y0)
= E[X{Yo|+E[X) Y] - E[X; Y] - E[X, Yo
Def

= E[XiYo] - E[X2Y)]
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C) E[X1|So] — E[X2|SO] ist So—messbar. Mit

By = {E[X1|SQ}>E[X2|SO}}€SO
0 < / (E[X1]So] — E[X5]So]) dP
Po >0 auf By

E[1p,(E[X1]So] — E[X2[So])]

e

Ellp, (X1 — X)]

- / (X; — Xo)dP
By S——~—"
<0 P-f.s.
< 0
gilt
P[By] = 0
E[X1]S0] < E[X2]So] P-fast sicher
d)

S

>

&
|

E[XT 4+ XS]
E[X™[So] + E[X ™| S0]
|E[X|So] — E[X™[So]
= [E[X]S0]]

Y

e) Sei Yy > 0 Sp-messbar. Setze

D {X, < X1} U{X, <0}

Ny =
n=1
Ny = (J{E[X.|S0] < E[Xn_1|Sol} U {E[X,|S] < 0}
n=1
N = N{UN,
PIN] = 0

Da (E[X,|S0])» und (X,), monoton steigend sind auf N¢, gilt

(YoE[X|S0])n, (YoXn)rn sind monoton steigend auf N¢
N———— N——"

>0 >0
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Wegen

E Yy lim E[X,[S]| ™% lim E[YoE[X,|So]]

n—oo n—oo

- lim E[YoX,]

n—oo

morgton E [YO lim Xn:|

gilt
lim E[X,|So] = E { lim X,

n—oo

SO]
f)

lim X, existiert P-fast sicher

(Xn)n ist P-fast sicher ein Cauchyfolge

Ve > 034N Vn,m > N :

|E[Xa|S0] — E[Xon|Soll < E[[X, — Xl|So] < ¢
(E[X,]S0])n ist P-fast sicher ein Cauchyfolge in R
T}Ln;o E[X,|So] existiert P-fast sicher

4o

4od

[
Satz 61.6 a) Sei X messbar und Zg > 0 So-messbar. Dann gilt

E[ZyX|So] = ZyE[X|So] P-fast sicher
E[Zy|So] = Zo P-fast sicher

b) Seien S(X), Sy unabhingig. Dann gilt
E[X|So] = E[X] P-fast sicher

Wir haben keinerlei Information und die beste Vorhersage ist der Mittelwert.
c) Gilt VA € Sy : P[A] € {0,1}, so ist

E[X|So] = E[X] P-fast sicher

Beweis. a) Seien Yy, Zy > 0 Sp-messbar.
Dann sind ZpE[X|So] und ZyYy Sp-messbar und wegen

El  YoZy E[X|So)t] = E[YoZoX?
N——"
So—messbar, >0

= E[Yo(ZoX)F]
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gilt
E[ZyX|So] = ZoE[X|So] P-fast sicher

Mit Yy = 1y gilt
E[Zolw] = ZoE[lw] = Zo

b) E[X] ist Sp-messbar und wegen

unabhéngig

E[YoX*] E[Yo]E[XF]

E liéear E[Y()E[Xi]]

gilt
E[X|So] = E[X] P-fast sicher

c) Sei A € Sy, B € S(X). Dann gilt

P[A]=0 = P[ANB]=0=P[AP[B]
P[A]=1 = P[AN B]= P[B] = P[A]P[B]

und Sp und S(X) sind unabhéngig. Mit b) folgt die Behauptung. m

Satz 61.7 SeiVn € N: |X,| <Y € L' P-fast sicher. Dann gilt

E { lim inf X,

n—oo

S’o} < liminf E[X,|So] P-fast sicher

n—oo

E [lim sup X,

n—oo

SO} > limsup E[X,|So] P-fast sicher

n—oo

Gilt lim,,_ o, X,, existiert P-fast sicher in R, folgt
E [ lim Xn|5'0} = lim F[X,|So] P-fast sicher
n—oo n—oo

lim E HE LILH;O Xn|SO] —E[Xn|SO}H -0

n—oo
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Beweis. a) 1. Fall: Sei X,, > 0. Da (infy>,, Xx), monoton steigend ist,
gilt

VjZn:OSggiXk < X;
Vj>n: E {Igf X SO} < E[X;|So] P-fast sicher
E {inf X SO} < inf E[X,|So] P-fast sicher
k>n j>n
lim F inf X So < lim inf E[X}|So] P-fast sicher

n—o00 k>n n—oo k>n

——
>0 P-fast sicher

< lim inf E[X,,|So] P-fast sicher

E[ lim inf X}

n—oo k>n

(infr>n Xi)nt
so}

2. Fall: Wegen Vn € N: | X, | <Y gilt

Y > 0 P-fast sicher und X,, > —Y P-fast sicher
= X, +Y >0 P-fast sicher

lim inf X,

n—00

limsup X,,| <Y

n—oo

)

= liminf X,,,limsup X,, € L*

n—oo n—00

und
| it ] i)
= FE nl;ngo lgli(Xk +Y - Y)’ So} P-fast sicher
= F HILH;C ggfl(Xk + Y)’ So} — E[Y|Sp] P-fast sicher
< liminf E[X,, +Y1So] — E[Y|So] P-fast sicher
= hnni ioréf E[X,,|So] P-fast sicher
b)
E [lim sup X,, So} - _E [hm inf(—X,,) So} P-fast sicher
o0 n—00

> —liminf F [(—X,,)|So] P-fast sicher

n—00

= limsup F[X,|So] P-fast sicher

n—oo
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¢) Wegen

E [ lim Xn|SO} < liminf E[X,|Sy] P-fast sicher
< limsup E[X,,|So] P-fast sicher
< F [ lim X,L|SO} P-fast sicher

gilt

E { lim Xn\SO] = lim E[X,|So] P-fast sicher

n—oo n—oo

Wegen

0 < lim E [|E[X,]S0] - E [ lim Xn|SO] H
- lim E|[|E [Xn — lim Xn|som
< lim E {E HXn ~ lim X, \SOH
n—oo n—oo
- lim E[|X, - lim Xn]
- lim / ‘X ~ lim X,|dP
—limy, oo Xn : . .
| X —limn — 0o Xn|<2[Y]€L / lim |X,, — lim X,|dP

gilt
lim E [‘E[Xn|so] ~ B | lim Xn|50”] —0

| |

Satz 61.8 (Die kleinere abzihlbare Algebra gewinnt)
Seien Sg C S1 C S und X > 0. Dann gilt

E[E[X[S51]]S0] E[X]So]
E[E[X[So]|S1] = E[X]S]

Beweis. 1.) Sei Yy > 0 Sp-messbar. Dann ist Y; Si-messbar und es gilt

Yo S1—messbar

EYoE[X|S1]] E[Ys X]

Yo So—:messbar ED/OE[X|SO]]
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d.h.
E1E[X]5]]50] = E [X]S0]

2.) E[X]Sy] ist Sp-messbar und somit S;-messbar und

E[E[X[S0]]51] = E[X]S0] E[1]5:] = E[X]S0]

]

Satz 61.9 Sei f konvez und X € L. Dann gilt
E[f(X)|S0] = F(E[X|So]) P-fast sicher

Beweis. Seien u,, = ap,x + b, € L(f) mit

f(x) =supu,
neN

Dann gilt fiir allen € N

E[f(X)]S0]

Y

ElanX + b,|So] P-fast sicher

= a,E[X|So]+b, E[1|S] P-fast sicher
——

=1 da P[W]=1
= u,(E[X|Sy]) P-fast sicher

und somit

E[f(X)]S0]

v

sup u, (F[X]So]) P-fast sicher
neN

f(E[X|Sp]) P-fast sicher

|
Satz 61.10 Seip € [1,00] und Sop C S. Fir
LP(W, S, P) — LP(W, S, P), X — E[X|So]
gilt
I ELX1S0] <11 X [
und die Abbildung ist stetig.
Beweis. a) p € [1,00). Fiir

f:]0,00) = [0,00), z — aP
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gilt

fl(x) = paP™t >0
(@) = plp—1)a"2>0

Damit ist f konvex und monoton steigend und es gilt
|E[X]S0][” < E[|X[|S0]” < E[|X[?]S0]
und somit
E[IE[X]S]l!] < E[X[P]<oo

Da die p-te Wurzel monoton steigend ist, folgt

E[[E[X[So]lP]» < E[IX[]»
FEX]Sol < 1 Xl
b) p = co:
|E[X]S0]] < E[IX] [So]
< E[| X [loo [S0]
= Xl
[ E[X1S0] e < I X [loo
c) Auslim, o || X;, — X |,= 0 folgt
T || BIXd (S0~ BIX[So] [, = lim || BLX, - XIS |,

a).b)
< lim | Xp— X [,=0
n—oo

[

Satz 61.11 Sei X € L2. Dann gilt fiir alle Sy-messbaren Yy € L?:
E |(X - BIX|S0)’] < B[(X - Y0

und

E[(X — E[X|S0])’] = E [(X = Y0)?]
<~ Yy = E[X|So] P-fast sicher
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Bewels.

E[(X — E[X|S0])%] + E[(E[X|So] — Yo)?]

>0
— B [X?Y] - 2B [XE[X|So]]+E [E[X|S0)]
—_———
=E[B[X]S0]?]
+ B [BX|S0]?] - 2 B[V EIX|So]] +E [¥2]
—_———
—E[XYo]
— B[(x -]
gilt
E[(X - E[X[S])’] = B [(X - Y0)*]
<— Y, = E[X|Sy] P-fast sicher
|

Satz 61.12 Sei (X;); gleichgradig integrierbar und (S;); abzihlbare Alge-
bren in S und
Xij = E[Xi]S)]

Dann ist (Xi;) .5 erx s gleichgradig integrierbar.
Insbesondere ist fir X € L' auch (E[X|S;]); gleichgradig integrierbar.

Beweis. Wegen

E[|E[X;]|5;]] ELE[|1X;]1.55]]

E[|X;]] < o0
gﬂt X@j e LM

Da X; gleichgradig integrierbar ist, gibt es eine monoton steigende konvexe
Funktion f : [0,00) — [0, 00) mit

lim M

T—o0 I

ci= sup/f(|Xi|)dP < 00

icl

d.h.

sup E[f (| X;[)] < o0
el
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Wegen

.o Def
Vi,jel: E[f(IXi;])] = E[f(IE[X:]S;]1)]
f monoton steigend

E[f(E[Xi]l55])]

TR BlEGxDIS)
= Ef(1X:)]
s [F0Xuap = s B
< sup B/ (1X,))] < o0

ist (X; ;)i ist gleichgradig integrierbar. m
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62. Martingale und Stoppzeiten

Sei I C R abzéhlbar und (W, S, P) mit einer aufsteigenden Folge (Sy)ner
von abzdhlbaren Algebren in S, d.h.

Ym<n:S, CS,

Sy, ist die Menge der Ereignisse, die bis zum Zeitpunkt n beobachtbar sind.
Definition 62.1 SeiVn e N: X, : (W, S, P) — (R,B) mit
1.) X, ist S,-messbar
2)¥neN: X, € L!
3.) (Xpn)n heifft Martingal

<— E[X,1|5] =X,

— E[X,41—Xn|Sn] =0
(Xn)n heifit Submartingal

— E[X,1]S] > X,

<— FE[Xp41— XnlSn] >0
(Xy)n heifit Supermartingal

— E[X,11|5] <X,

<— FE[X,41— XnlS:] <0
Beweis. Da X,, S,,-messbar ist, gilt

E[(Xnt1 = Xa)[Sn] = E[Xn41]Sn] — E[Xn[S0]
= E[Xnt1|S:] — X,
|
Satz 62.2 Aus F[X,11|S,] =,>,< X, folgt
VkeN: E[Xp1k|Sn] =,>,< X,

Beweis. Weil die kleinere abzihlbare Algebra gewinnt, gilt
k

E | (Xnti — Xntic1)

i=1

:

k
Z E[E[XnH- — Xn+i—1|sn+i—1] |Sn]
i=1

=,>,<0

>

k
= ZE[Xn+z - Xn+i71‘Sn]
i=1

=>,< 0

b
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Satz 62.3 Sei X € LY(W,S,P) und (S,), eine aufsteigende Folge von
abzdhlbaren Algebren. Dann ist

X, := E[X]S,]
ein Martingal.

Beweis. X, ist S,, -messbar und X,, € L' und da die kleinere abzéhlbare
Algebra gewinnt, gilt

E[Xp1]Sa] D" B[E[X|Sp11]]S]
TET BIX|S,)
= XTL

Satz 62.4 a) Sind X,Y Martingale und a,b € R, so ist aX+bY ein Mar-
tingal.

b) X ist Supermartingal < -X ist Submartingal

¢) Sind X,Y Supermartingale und a,b > 0 so ist aX + bY Supermartingal
d) Sind X,Y Supermartingale, so ist

min(X,,Y,)

ein Supermartingal
e) Ist (Xp)nen, ein Supermartingal und

IN e N: E[Xy] > E[Xo]

so gilt
V0 <n < N: E[Xn|S,] = X, P-fast sicher

und (Xp)o<n<n st ein Martingal.
Gibt es eine Folge cy — oo mit E[X., | > E[Xo] so ist X ein Martingal.

Beweis. a) aX,, 11 + bY,, 11 ist S,41-messbar und in L*

E[aXn+1 + an+1 ‘Sn] = CLE[Xn+1 ‘Sn] =+ bE[Yn+1 ‘Sn]
= aX, +b0Y,

b)
E[Xn+1|Sn] S Xn — E[*Xn+1|sn} 2 *Xn-&-l
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¢) aX, i1+ bY,1 € Lt ist S, 1-messbar

E[aXn+1 + an+1|Sn] = aE[Xn+1|Sn] + bE[Yn+1|Sn]
a,b>0
S aXnJrl + an+1
d) Es gilt
|min(X,, Yn)| < [Xa| 4 [Ya
Ellmin(X,,Yy)[] < E[[Xn[] + E[[Ya]] < oo
min(X,,Y,) € L

Wegen

Elmin(Xyt1, Yoq1)[Sn] < E[Xp41|S:] < X,

Emin(X, 41, Ynt1)|Sn] < E[Ya11lS:] <Y,
gilt

Emin(X, 41, Ynt1)|Sn] < min(X,,Y,)
e) Sei 0 < n < N. Wegen

Supermartingal

E |E[XN|S,]) — Xn
| S ——

<0
= E[Xn] - E[X,)]
E[X,]<E[Xo]
> E[XN] — E[Xo]
Vor
> 0

gilt
E[Xn|Sn] — X,, = 0 P-fast sicher
X, = E[Xn|S,] P-fast sicher
Da (E[Xn|Sn])Y_, ein Martingal ist, ist
(X7z)ne{0,4..,1v}

ein Martingal.
Wegen limy o ¢y = 00, gilt

Yn € N: E[X,,11|S:] = Xn

und (X,,), ist ein Martingal. m
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Satz 62.5 Seien X,, € LY(W,S, P) S,-messbar. Dann ezistiert eine ein-
deutige Zerlegung
X,=M,+ A,

in ein Martingal und einen S, _1-messbaren Prozess (A, )n. Diese ist

M, = Xp—» E[Xg— Xp_1|Sk-1]
k=1
Ay = 0
A, = E[Xi — Xp—1]Sk-1]
k=1

Beweis. Wegen

n—2CSn—1
=

. S .
A, _1 ist S,,_o — messbar A, _1 ist S,,_1 — messbar

und da (M,,), ein Martingal werden soll, gilt

M, Mirtingal

0 E[Mn - Mn—l‘Sn—ﬂ

Definition EX, — Xn-1—An+ An_1|Sn-1]
A, SnflzmeSSbar E[Xn _ Xn—1|Sn—l] _ An + An_1

An = An—l + E[Xn - Xn—1|Sn—1]

Z E[X} — Xp—1|Sk-1]
k=1

An

Das ergibt die Formeln fir A,,, M,,. Fir diese gilt

A, = ZE[Xk — Xk—1|Sk—1] ist S, —1-messbar
k=1
XpeL! 1.
M, = X, — ZE[Xk — Xk—1|Sk—1] € L" ist S,-messbar
k=1

EMyi1 — My|S,] = E[Xp41— Xn — E[Xng1 — X[ S|S0
= E[XnJrl - Xn|Sn] - E[Xn+1 - Xn‘Sn]
= 0
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Satz 62.6 a) (X,,), ist ein Submartingal
<= (An)n ist P-fast sicher monoton wachsend.
b) (Xn)n ist ein Supermartingal

< (A,)n ist P-fast sicher monoton fallend.

Beweis. Wegen

E[Xn-i-l - Xn|Sn}
- E[My41 — My |Sn] +E[Ani1 — AnlSh]
=0

An+1 - An

An41 Sp—messbar

gilt

E[X,11 — X,|Sn] > 0 P-fast sicher <= A, < A, P-fast sicher
E[X, 11 — X,|Sn] <0 P-fast sicher <= A, > A, P-fast sicher

Sei X das Startkapital und X — X1 der Gewinn bzw. Verlust zum k-ten
Zeitpunkt bei Einsatz 1. Sei Vj, der Einsatz zum Zeitpunkt k. Bei einem
Spiel entscheidet man vorher, wieviel man setzt, d.h. V}, ist Si_i-messbar.
Nach n Schritten gilt

Xo+ > Ve(Xi = Xia)
k=1
Satz 62.7 Sei (X,,), ein Martingal und Vk € N : Vi, Sx_1-messbar mit
Ve( Xy — Xp_1) € Lt
Dann ist

Xo + Z V(X — Xip1)
k=1

ein Martingal.

Beweis. Da L! ein Vektorraum ist, gilt

Xo+ Y Vi(Xp - Xg1) € L'
k=1
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Da Vi Sj_i-messbar ist und X, Sy-messbar ist, ist Xo + > p_; Via(Xi —
Xjp—1) S,-messbar.

n+1 n
E | Xo+ Y Vi(Xp — Xp1) = Xo = Y Vi(Xy — Xi1)| S
k=1 k=1

Vi41Sn-messbar

- E[Vn+1(Xn+1 - Xn)|5n]
= Vn+1 : E[X77,+1 - Xn‘Sn]

=0, da Martingal

Definition 62.8 Sei I C R abzdhlbar und (Sp)ner eine aufsteigende Folge
von abzahlbaren Algebren in S.

T:(W,S,P)— ITU{c0}
heifst Stoppzeit <= Fine der gleichwertigen Bedingungen gilt:
1.) Vnel:{T=n}esS,
2) Vnel:{T<n}es,

Die Entscheidung fiir den Stopp soll also nur abhdngig sein von den bisher
beobachteten Ereignissen S,,.

Bewels. "=

{T <n}= U {T'=m}esS,

ME 8,8,
Da I abzéhlbar ist, ist die Vereinigung abzahlbar.
77¢77:

{T=n} = {T<n}n{T<n-1}°
{T<n}n{T'>n-1} €85,
| 2 S —

€Sy €S5,-1CSn
]

Satz 62.9 Seien 11,1, Stoppzeiten. Dann gilt
a) max(Ty,Ty) und min(Ty,Ts) sind Stoppzeiten.
b) max(Ty,n) wnd min(Ty,n) sind Stoppzeiten.
¢) Fir Ty > 0 ist Ty + T eine Stoppzeit.

T, + Ty schaut wm Ty in die Vergangenheit.

d) Im Allgemeinen ist Ty — Ty keine Stoppzeit.
Ty, — Ty schaut um Ts in die Zukunft.
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Beweis. a)
{min(Tl,Tg) S n} = {Tl S n} U {TQ S Tl} S Sn
{max(T},Te) <n} ={Th <n}nN{lh <n}es,
b)
{min(Ty,n) <n}={T1 <ntuU{n<n}es,
=W
{max(Ty,n) <n}={Th <n}n{n<n}es,
——

=W

{(+Ta<n} = |J{Mmi<n-kn{Th=k}eS,
N—— e N——

k<
ST eS8,k CSn €S, CSn

= (m<n-kn{Th=k}es,
0<k<n
- - Esnfkcsn eSk,CSn
d)
{Tl —m< Tl} = {Tl < n+m} c Sn-‘rm

Aber im Allgemeinen ist S, G Sy 4m, d.h.
{Th <n+m} &S,
und T — T5 ist keine Stoppzeit. m
Satz 62.10 Seien X,, S, -messbar. Die erste Eintrittszeit in Ac B
min{n > 0: X,,(w) € A}  wenn der Prozess stoppt
Ta(w) = .
00 wenn der Prozess nicht stoppt
ist eine Stoppzeil.
Beweis. Die erste Eintrittszeit ist
{(Ta=n}={X,c A}nN{X,_1 € A°}n...Nn{X, € A%} € S,
| — | —
€Sn-1CSn €S0CSh

]
Bemerkung 62.11 Die letzte Besuchszeit von A

La(w) = max{n > 0: X, (w) € A} A wird nur endlich oft besucht
A=Y A wird unendlich oft besucht

ist i.a. keine Stoppzeit.
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Beweis. Zum Zeitpunkt n kann im Allgemeinen nicht entschieden werden,
wann der Prozess die Menge A zum letzten Mal besucht. =

Satz 62.12 Sei T eine Stoppzeit und (X, )nen, ein Martingal.

min(7T,n)
Xmin(T,n) = X() + Z (Xk - kal)
k=1
= Xo+ Y lirsk(w)(Xx — Xp1)(w)
k=1

heift das gestoppte Martingal.
Beweis. Es gilt

min(T(w),n) =n <= T(w)>n
— V1i<k<n:T(w)>k
= 1T2k(w):1

und fir1 <r<n

min(T(w),n) =r <= T(w)=r
— VI<k<r:T(w)>k
Vr+l1<k<n:T(w)<k
= VI<k<r:lpsi(w)=1
Vr+1l<k<n:lpsg(w)=0

Damit sind die Summen gleich:

min(7T,n)

(Xp — Xp—1) = Z Lirswy (X — Xi—1)
k=1

=
Il
—

Wegen {T < k—1} € Si_1 gilt

lr>p = Ipsp—a
= 1—1p<k—1 ist Sp_i-messbar

und
n

Xo + Z 1{T2k}(Xk — Xk—l) € !
k=1

eLt

ist ein Martingal. m
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Satz 62.13 Sei (X)), ein Martingal, T eine Stoppzeit und

T
X7 =Xo+ Z(Xk: - Xj_1)
k=1
a) Fir
IN <oo: PIT<N]=1
gilt

E[Xr] = E[X]
b) Ist (Xmin(T,"))n gleichgradig integrierbar und P|T < oo] =1, so gilt
E[Xr] = E[X]

c) Sei (Xp)n ein Supermartingal. Seien S,T Stoppzeiten mit S <T < N €
N. Dann gilt

E[X7] firr ein Supermartingal

&
-
@
IA IV

E[X7] fir ein Submartingal
Beweis. a) Da P[T < N| =1 gilt
X1 = Xmin(r,n) P-fast sicher
Da Xin(r,n) €in Martingal ist, gilt
E[Xo] = E[Xmin(r,n)]
X1=Xmin(r,n) P-Ls.

E[Xr]

b) Sei w € {T < o0}
Da das Martingal stoppt, bricht die Summe bei T'(w) ab.

lim Xin(r,n) (w) = X7(w) P-fast sicher

n— oo

Aber fiir jedes w € {T < 0o} stoppt es zu einem anderen Zeitpunkt n € N.
Da Xyin(1,n) €in Martingal ist, gilt

Vn e N: E[XO] = E[Xmin(T,n)]

Mit der gleichgradigen Integrierbarkeit folgt

E[XO] = nILH;o E[Xmin(T,n)]
gleichgradig integrierbar .
= E | lim X,
o min(7T,n)
limp — 00 Xmin(T,n)=X1 P-fs.
= E[Xr]
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¢) Wegen

Xs
Xr
B[X), — Xp_1]
E[Xy, — Xk-1]

gilt
E[XT — XS]
E[X1 — X5]
E[XT — XS]

n

(AVARVAN

IV IA

min(S,N)

Xo + Z (X — Xk—1)
k=1
min(T,N)

Xo+ Y (Xp—Xp_1)
k=1
0 fiir ein Supermartingal

0 fiir ein Submartingal

min(T,N)

> E[Xig — Xp]

k=min(S,N)
0 fiir ein Supermartingal

0 fiir ein Submartingal
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63. Martingal Grenzwertsaitze

Sei (S,,)n eine aufsteigende Familie von abzdhlbaren Algebren.
Seien X, : (W, S, P) — (R,B) Sy-messbar und a,b € R mit a < b.
Wir untersuchen, wie oft [a,b] von (X,,), aufwirts gekreuzt wird.

Qo = 0

Qr(w) = min{n > Tp_1(w) : Xp(w) < a}
T, = 0

Te(w) = min{n > Qx(w) : X, (w) > b}

d.h. @ ist der erste Zeitpunkt, zu dem man a unterschreitet.

Ty, ist der erste Zeitpunkt, zu dem man b iiberschreitet, nachdem man zum
Zeitpunkt Qr_1 a unterschritten hat.

Q. ist der erste Zeitpunkt zu dem man a unterschreitet, nachdem man zum
Zeitpunkt T;_1 b iiberschritten hat.

(X»n)n hat zwischen @y und T}, die k-te Aufkreuzung iiber [a,b] <=

T, < 00

Die Anzahl Uberquerungen von [a,b] im Zeitraum [0, N] in aufsteigender
Richtung ist
UM, (w) = max{k : T,(w) < N}

a’)

Die Gesamtzahl aufsteigender Uberquerungen von [a, b] ist
. N
Ua’b = ]\}Enoo Ua,b

Wird jedes Intervall nur endlich oft aufwirts gekreuzt, muss der Prozess
einen Grenzwert haben.

Satz 63.1 a) Qi, Ty sind Stoppzeiten.
b) Aus Ty,_1 = oo folglt Q) = oo

c) Aus Qi = oo folgt Ty, = o0

d) UN, ist S (U=, Sy)-messbar.

a,b
Beweis. a) Wegen
Qr(w)=7 <= min{n>Ti_1(w): X,(w)

= Tk;_l(W):m<ja m+1( )
e X (w) > a, X (w) <

ay =j

<
>a
a
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gilt

{Qr=7} = {Thie1=m <jiN{Xpny1 >a}
€Sm €Sm+41
ﬂ...ﬂ{Xj,1 >a}ﬂ{Xj SG}ESj
—_—— ——

€551 €S
Wegen
Ti(w) = j
<— max{n > Qr(w): X,(w) >b} =j
= Qra(w)=m<G Xpp(w) <b, ..., X 1(w) <b,X;(w)>b
gilt
{Th =37} = {Qr-1=m <j}N{Xpnp1 <b}
€Sm €Sm+1
ﬂ...ﬂ{X]‘_l <b}ﬂ{Xj Zb} ESj
—_—— ———
ESj—l ESJ'
b)
Tp_1 =00
= Qr=inf{n>Tp1:X,<a}=0
c)
Qr =00
= Tp=inf{n>Qr: X, <a} =0
d) Wegen

oo
N
Uap = Z lr.<n
k=1

ist U2, S (Un—y Sn)-messbar. m

Satz 63.2 Sei (X,,), ein Supermartingal. Dann gilt

@) BUN) < Bl(Xy - a)]

b) E[Ua,b] < b

sup E[(Xy —a)7]
N
Eventuell sind beide Seiten in b) unendlich.

401



Beweis. a) Man betrachtet nur die Zeitpunkte, zu denen eine Uberquerung
stattfindet und zieht die Werte voneinander ab.

oo

Z = Z (Xomin(T,N) — Xmin(Qr,N))
k=1
Sei T),41 > N > T, d.h. [a, b] wird im Zeitraum [0, N] n — 1-mal oder n-mal
gekreuzt.
Fiir Qpn+1 < N gilt

Xin(Qns1,N) — Xmin(Tog1,N) = XQuia — XN
a — XN

IN

Fir Qn+1 > N gilt
Kin(Qns1,N) — Xmin(Toys,N) = XN —Xn=0
Das ergibt

Xmin(Qni1,N) = Xmin(Thir,N) < max(0,—(Xy —a))
= (Xn-—a)”
Fiir m > 2 gilt
Xnin(Qusrm,N) ~ Xmin(Typm,N) = XN — XN =0

und die Summe in Z bricht bei n + 1 ab.
Da bei jeder Uberquerung ein Term > (b — a) auftritt, gilt

zZ = Z (Xomin(Te,N) — Xomin(Qx,N))

k=1
n+1

= Z (Xmin(Tk,N) - Xmin(Qk,N))
k=1

> (b - CL) . Ué\fb + Xmin(T,,LH,N) - Xmin(Qn+1,N)

(b - a)Ué\’fb S Z + Xlnin(Q,l+1,N) - Xmin(T7L+17N)
< Z+(Xy—a)”

Da min(T%, N) > min(Qy, N) beschrinkte Stoppzeiten sind und (X,,), ein
Supermartingal ist, gilt

n+1

BlZ] = Y (ElXwnmon] — EXmin@.m])

0

<0

IN
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und somit

E[(XN —a)7]
- b—a

b) Da UV, > 0 monoton steigend in N ist, gilt

ElU.,] = E[hm U;Yb}

Ly

<
b
n

Satz 63.3 Fiir ein Supermartingal gilt

N —o0

. N
Jim_ EU2)]

~— sup E[(Xy —a)]
a4 NeN

supE[(X, —a)T| <o <= supE[X,] <

neN

neN

< sup E[|X,|] < o

Beweis. a) Wegen

Va > 0: max(0,—(X, —a))

Va < 0: max(0, —(X, —a))

gilt

max(0, —(X, —a)) <
(Xn - a)i S

Wegen
Va >0: max(0,—-X,) <
Va <0: max(0,-X,) =
a<0
<

403

neN

a + max(—a, —X,)

< a+max(0,—X,)
= max(0,a — X,,)
< max(0,—X,)

max(0, —X,,) + |a]
X, +al

max(0, —X,, + a)

max(a, — X, +a) — a

max (0, —X,, + a) + |a]



gilt
max(0, —X,) < max(0,—X, +a)+ |al
X, < (Xn—a)” +]d

d.h. mit Ef|a|] = |a| < oo folgt

sup E[(X,, —a)"] < o0 <= sup E[X, ] <

neN neN
b) Wegen
EIX]]-EBX;] = E[X,]
< E[Xy] = konstant
gilt
BlIXul] = EX;+X,]
= EX]]+EX,]
< 2E[X. ]+ E[X]
sup E[|X,|]] < sup2E[X, ]+ E[Xo] < o0
neN neN
und
X, < X
sup E[X,]] < supE[X,]] <o
neN neN
d.h.
sup E[X, ] < oo <= sup E[|X,|] < 00
neN neN
[

Satz 63.4 Fir ein Supermartingal (X,,), mit

sup E[X,]] < o0
neN

gilt

1.) lim X, ewistiert P-fast sicher

n—oo

n—oo

2.) lim X, € L'ist S <U Sn> -messbar

n=1

Insbesondere ist lim,, .., X,, fast dberall endlich.
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Beweis. 1.) Es gilt

EU, ] < 5 sup E[(X,, —a)7]
— @ neN
>0
sup,, oy E[X, ]<oco
0
P[Ua,b = OO} = 0

Wenn der Grenzwert nicht existiert, dann gibt es ein Intervall [a,b], das
unendlich oft gekreuzt wird, d.h.

{limiann < lim sup Xn} C U {Uqp = 00}

n—oo P
n—eo a,beQ,a<b

P {liminf X, < limsup Xn} < P U {Uap = 00}

n—oo -
o a,beQ,a<b

< Z P [Ua7b = OO]
a,beQ,a<b
=0
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist Null, d.h.

lim X,, existiert P-fast sicher

2.) Es folgt
E[ lim Xn} - E {liminf|Xn\}
< lim inf E[|X,|]
< sup E[| X,]
neN
sup,, ey E[X,, |[<oo
< o0
d.h.
lim X, € L'
Daalle X,, S (U;—, S,,)-messbar sind, ist der Grenzwert S (,—, S,,)-messbar.
]

Satz 63.5 Ist (X,), ein gleichgradig integrierbares Supermartingal, so
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gilt

lim X, existiert P-fast sicher

n—oo

lim X, € L' ist S (U Sn> — messbar
n=1

lim E HX,L— lim Xn] —0

E [ lim Xn} — lim E[X,)]

und

Vn € N: Xn:ELhm X

Sn} falls (X)) ein Martingal ist

Vn e N: anE[klim X

Sn} falls (X.,,)n ein Supermartingal ist

Beweis. a) Da X gleichgradig integrierbar ist, gilt

sup E[|X,|] < oo
n>0

und da (X,,), ein Supermartingal ist, folgt

lim X, existiert P-fast sicher

lim X, € L' ist S (U Sn> — messbar
n=1

Da X, gleichgradig integrierbar ist, folgt

lim E[’Xn— lim Xn} =0
E { lim Xn] = lim E[X,]

b) Da (X,,), gleichgradig integrierbar ist und lim,,, -, X,, P-fast sicher exis-
tiert, gilt VA € S,

(Xntxla)g ist gleichgradig integrierbar

klim Xnirla existiert P-fast sicher
— 00

(B [Xpn+k|Sn] 14)k ist gleichgradig integrierbar
klim E [X,41|Sn] 14 existiert P-fast sicher
ool
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und somit

E | lim E[X,4x]S.) 1a gleichgradig Jim_ E[E[X,1x]S,]14]
= lim E[X»,H_klA]
k—oo
gleichgradig

E |: lim Xn—i—klA:l
k—o0

d.h.
E {lim Xn+k|Sn] = lim E[X,1%|Sn]
k—o0 k— o0
Das ergibt
Supermartingal
VkeN: E[Xnin|Sn] < X,
Jim B [ X ]S, < X,
E [klim Xn+k|sn} < X,
E [klim Xk|5n} < X
n
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64. Riickwadrtsmartingale

Definition 64.1 Sei (S,,)n<o eine aufsteigende Folge von abzihlbaren Al-
gebren in (W,S,P), d.h.

L..CS 1 CScCSs

(M_p)nen, heifit Rickwdrtsmartingal bzgl. (S_,)nen, <
Vn e Ng: M_, ist S_,,-messbar

YneNg: M_, € L

YneN: E[M_,41|5-,] = M_,, P-fast sicher.

Satz 64.2 Sei (M_,), ein Rickwdrtsmartingal. Dann gilt

a) Vn e Ng: M_, = E[My|S_,]
b) (M_,), ist gleichgradig integrierbar

Beweis. a) Weil die kleinere abzihlbare Algebra gewinnt, gilt

E[My|S—p] — M_,, = E[My— M_,|S_,]
n—1
= E Z(Mo—i -M_,_;) S—n‘|
i=0
n—1
= > E[My_i — M_y_;|S_]
i=0

n—1
Z E[EMo_; — M_1_;|S_1_;]|S-n]
i=0

n—1

= ZE M_l_ifM—l—i‘S—n
i=0 ~

= 0

b) Wir haben schon gezeigt: (E[Mp|S—_n])nen, ist gleichgradig integrierbar.
[

Seia <bund N € N.
U,. N ist die Anzahl Aufwirtskreuzungen von (X, ), iiber [a, b] zwischen den

Zeiten —N und 0 und
Uap = lim Uz"
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Satz 64.3 Sei (M_,)nen, ein Rickwirtsmartingal. Dann gilt

lim M_,, ezistiert P-fast sicher

n——oo

lim E HM_n — lim M_n} —0
n—o0 n— 00

E { lim M,n] = lim E[M_,]

lim M_, = E[Mo|S_oc] P-fast sicher mit S_oc = (1) S—n

n—oo
n=0

Beweis. Da Ua_év monoton steigend in N ist, gilt

Wegen

{

ElU.s] = E [ Jim Y ]
. -N
- ]\}gnooE |:Ua,b ]
< ! ~B[(Mp — )] < oc
P[Uayb < OO] =1

n—oo

liminf M_,, < limsup M_n} C U {Uap < o0}

a,beQ,a<bd

P [Hminf M_,, < limsup Mn} < Z PUgp < 0]

gilt

Wegen

gilt

n— 00 n—00

a,beQ,a<b
= 0

lim M_,, existiert P-fast sicher

F { lim M_, } = F [ liminf M_,, }
< liminf E[|M_,|]
< sup E[|M_,[] <oo
neN
lim M, € L'
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Wegen M_,, = E[My|S_,] ist (M_,,)nen gleichgradig integrierbar und mit
lim,, oo M,, € L! gilt
-

E { lim M,n} = lim E[M_,]

n— 00 n—oo

lim E HM,n ~ lim M_,

n—oo n—oo

Fir A € S, gilt
YneN: AeS_,

und somit

E[lim M_"lA} gleichgradie o BIM_,14]

n—oo n—o0

= lim E[E[My|S—y]14]

lim E[E[Myl4]S_,]]
- lim E[Myl4]

n—oo

= E[MolA]

d.h.
lim M_, = E[Mo|S_ )]

n—oo
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65. Ein starkes Gesetz der grollen Zahlen

Definition 65.1 Seien

Soo = m S(Xn+17Xn+27-~-)
n=1
Q(n) = {r:N— N umkehrbar : Yk >n: r(k) =k}
T : {Folgen} — {Folgen}, (xn)n — (Tr(n))n
San = {A € S((Xp)n) | VreQn): T HA) = A}
Sa = ﬂ Sa,n
n=1
Satz 65.2
a) Socs Sa.n, Sa sind abzdhlbare Algebren
b)  Qn)CQn+1)
C) Sa,7z+1 C Sa,n
d) Soc C Sg
Beweis. a) Wegen
T'0) = 0
TT71 (AC) — Trfl(A)C

Il
(G
3
=
z

(0
n=1 n=1

ist S, eine abzdhlbare Algebra.

Der Schnitt abzéhlbarer Algebren ist eine abzéhlbare Algebra.

b)

re Qn)

r : N — N ist umkehrbar und Vk > n: r(k) =k

r: N — N ist umkehrbar und Vk >n+1: r(k) =k
reQn+1)

Q(n) € Q(n+1)

N

VA S(X,)n VreQn+1): T, (A)=A
= VA€ S(Xn)nVreQn): T, (A)=A
= (A€ Sunt1=>A€S,)
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d) Da r € Q(n) nur die ersten n X; vertauscht, gilt
VneN:S(Xpt1,.-.) C San

Soo = n S(Xn+1,Xn+2, .. ) C S(L,n

n=1

(]
Satz 65.3 FirY : (W, S((Xn)n)) — (R,B) gilt
Y ist Sy n-messbar <= VreQn):Y =YoT,

o0
Y ist S,-messbar <— Vr € U Qn):Y=YoT,

n=1
Beweis. a) ”<": Sei r € Q(n) und A € B. Wegen

TTH(Y TN A) = (Yo T,) 1 (4) 7=

8 Y= (A) € S((Xn)n)
gilt
Y Y(A) € S,n
77:>77:
Y ist S, — messbar
VAeB: Y_l(A) S
VreQn): T-HYH(A) =Y"1(A)
S

{ VAeB: Y 1(A)
VreQm): YoTl,)
= VreQn): YoT, =Y au
b)
Y ist Sg-messbar <<= Vn & N: Y ist S, ,-messbar
<~ VneNVreQn):Y=YoT,

= Vre|JQn):Y=YoT,
n=1
[
Satz 65.4 Seien X,, : (W, S, P) — (R,B) unabhdngig mit
Vi,j € N: P[X;'(-)] = PIX; ()]

Dann gilt fiir P = ®n€NP[X;1(~)] auf (HHGN W, ®n€NSn)

vre \JQm): PO =PI7(0)

n=1
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Beweis. Sei n € N,r € Q(n). Fir B; € S(X;) gilt
P[By X ... X By X Wyiq X .. ]

n
Prodtg(tmaﬁ H P[X_l

PIX 4 O1=PIX ()]

= HP[Xi_l(BT(i))]

P[Br(l) X ... X Br(n) X W7z+1 X .. ]

Da die By X ... X B, ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von

®sn—s<6 (é}s X Wit X ))

neN n=1 \i=0

sind, gilt

Satz 65.5 Sei Y € L*(W,S(X,,), P) und

wre J Q) : PIOY = P [T0)

neN
Dann gilt:
EY|San] = Z Y o T, P-fast sicher

reQ( )

E - -
[Y]S,] nlirr;on Z Y o T, P-fast sicher

reQ((n)

0 = lim E||E[Y|S,] Z YoT,

nl reQ(n)
Beweis. a) Sei ¢ € Q(n). Da
H,y: Q(n) — Q(n),r o

umkehrbar ist durch

413



gilt

1 1
- Z YoTl,oT, = o] Z Y 0Troq
reQ((n) reQ(n)

1
- LS ven,
rogeQ(n)

= %ZYGTT

" reQ(n)

und & >reqn) Y o Ty ist Sy p-messbar.
Sei Z,, > 0 S, messbar. Dann gilt

1
E ] Z YoT, ) Zy,
reQ(n)

Zyn Sa,n—messbar 1

- — > E[YoT,)Z,oT,]
" reQ(n)

"reQ(n)

- 5 Y Jozyemar(e)

"reQ(n)

_ 5> [orzaapre)

reQ(n)

PITTMOI=PIO] 1 3 /(Y-Zn)dP[(')]

r€Q(n)

1
re€Q(n)

d.h. .
EY|Sanl=— Y YoT,
reQ(n)
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b) Seien S_,, = Sy, und M_,, = E[Y|S, »].
Da die kleinere abzdhlbare Algebra gewinnt, gilt

EM_p1|S—,] = E[E[Y|Sen1]]Sun]
B o (A
- M—n

und (M_,)nen ist ein Riickwértsmartingal bzgl S_,,. Damit folgt

lim EY|S,,] = lim — Z Y o T, existiert P-fast sicher

n—oo n— oo 77,

reQ(n)
FE = = — 1
Y|Sa]=E|Y ﬂ Sq n‘| nh—{%o ] Z Y oT, € L" P-fast sicher
n=1 reQ(n)
0= lim E ||E[Y]|S,] Z Y oT,

n! reQ(n)
]

Satz 65.6 Seien X;: (W,S,P) — (R,B), X; € L' unabhdngig mit Vi, j :
PIX;' ()] = P[X;'()]. Dann gilt

i J
1 n
Y_, =~ ZXi ist ein Rickwdrtsmartingal bzgl S_;, := Sq
n
i=1

1 n
lim — X; = E[X1|S,] € L' P-fast sich
TLLH;O’I’LZI [X1]S.] € fast sicher

n

S X B[S

i=1

lim F

n—oo

lim —ZX E[X1|Seo] P-fast sicher

n—oo N

lim — Z X; = E[X1] P-fast sicher

n—oo n

415



Beweis. Wegen

1
an Tr = - Xr 7
o - ; 0
1 n
>
= an
ist Y_,, ist S_,, = S, n-messbar. Sei
=N

ti: N>N,{ n+—1
k—Ek firk ¢ {i,n}

Dann gilt ¢; € Q(n) und da
Hy, 1 Q(n) — Q(n),r—rot;
umkehrbar ist durch
Hy-v: Q(n) — Q(n),r—rot; "
gilt

Vi<i<n: Z Xir(n) = Z Xrot;(n) = Z X (i)

reQ(n) reQ(n) r€Q(n)
Das ergibt

E Y (n-1)|S-n]

n—1
Def 1
= F Xi| San
s
1 n—1
= E[X;|San
7 Bl

- LSLY wer
T opn—14%4~n! toor
i=1 " reQ(n)

11 il
= — > D X

T reQ(n) i=1
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n—ln' Z ZX n—ln' Z X

reQ(n) i=1 reQ(n)

s.0. 1 1

e Ly Ly lyy,
reQ(n) TGQ(n) i=1

(ni 1 n(nl_ 1)> E[Y_p|San]

Y_, San—messbar 1
= - E X, =Y.,
n

und (Y_,,), ist ein Riickwértsmartingal bzgl. S_,, = S, ,,. Deshalb gilt

]:o

Wir haben im Kapitel zum 0-1-Gesetz gezeigt, da die X,, unabhéngig sind

oo

s

E[X1|S,) € L' P-fast sicher

Ll
nlgrgog;Xi:E

S > Xi - E[X1]S.]
n

i=1

lim F

n—oo

lim — Z X, ist S — messbar und P-fast sicher konstant
n—oo N, P

Wegen
E[E[X1]Sw]] = E[Xi]
gilt
i L
1m — i
n—oo N 4
=1
Soo —messbar . l - )
= nh_)n;onZ;Xz Soo]
1=
= E[E [X1]Sa] [Sa]
L B Sk)
= E[X;] P-fast sicher
[}
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Teil VI.
Die Brownsche Bewegung

66. Male auf iiberabzdhlbaren Produktraumen

Sei im ganzen Kapitel T # () und Vt € T : (W, S;) gegeben.

Definition 66.1 a) Das Produkt der (Wy)ier ist

Wr o= [T We = {(we)rer : we € W}
teT
b) Setze
pri s Wr — Wi, (wi)ier — wy
VK CT: pric : Wp — Wk (w)ter — (Wi)iek
VKCLCT: pric Wi — Wi, (w)ier — (wy)iex

Satz 66.2 Fir JC K C L CT gilt

pry = prioprx
pry = prfoprk
Beweis. a) Fiir A € Wy gilt
prr(A) = {(wi)ier @ (wi)ier € A}

prif opric(A) {(w)ees : (w)iek € pric(A)}
= {(wi)tes : (wi)ier € A}

g

b) Fiir A € Wrp gilt

prc(A) =
p?“f,( op?“[L((A)

wy)iek ¢ (wi)ier € A}
D (we)ier € pric(A)}
wy)rer : (We)ier € A}

I
e e e
—_~~ —~

g

S

N

-

m

<
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Definition 66.3 a) Die Produkt abzdhlbare Algebra ist die kleinste ab-
zahlbare Algebra, sodaf alle pr; messbar sind:

S (U prf(St)) =X

teT teT

b) Der Produktraum ist definiert als

<Xt€TWta ® St)

teT

Satz 66.4 Dann gilt

®St = {A C Wy : 3Ty C T abzihlbar mit A € prfj <® St)}

teT teTa

Ist T diberabzdhlbar, heifit das:

Jedes Element aus @, S; wird durch abzihlbar viele Komponenten fest-
gelegt, die anderen Komponenten sind W;. Eine Teilmenge, zu deren
Beschreibung man iberabzdhlbar viele Komponenten bendtigt, ist
nicht &Q,.p 5S¢ messbar. Insbesondere sind die Punkte (w;)ier nicht
Xcr St messbar.

Beweis. Sei

SZ{ACWT

3 Ty C T abzéihlbar mit A € pry,; <® st) }

teT s

a) S ist abziihlbare Algebra:
Sei tg € T. {to} ist abzdhlbar und es gilt

Wi)ter = th_Ol(Wto)GS
0 = prl0)es

Sei A = pr;j(A’) € S. Dann gilt
A =pri (AN =pry! A'C €S
6®tETA St
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Sei (A;)ien in S. Dann ist Ui2, Ta, abzéhlbar.

DAi = Upr A’
i=1

fe’e] TU 1
_ U(pTTAH 1oprTU$i1Ai) (A)

i=1

o0
- Tuge, 4,
= e, |U (pTTAL 1 ) (45)

€®t€Ufi>;1 T4, St

b) ”C”: Wegen
VieT :pri(S) cS
U pry 1(St) cS
teT
®Sf <Up’f‘t 1(St)> CS
teT teT

¢) "% Sei A € 8.
Fir t € T4 mit At €Sy gllt

prita) = ot (o) a0)
pTTA <® St)

Ein Erzeugendensystem von ), S ist

U ()" 50

teT s

m

Es gilt

prr! ( U ()" (st)>

teT A

= U ri'(5)

teTa
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Das ergibt,

Wegen

folgt

o)
N

&
0

Satz 66.5 Fir J C K sind prJ,prj,prJK messbar bzgl. der Produktrdume.

Beweis. Zeige es auf dem Erzeugendensystem von ), ; S;.

(pri) M AL x ..o x Ay) = Arx . x Ay x (Wyer\s

- ®s

tek
prit4y) e Jprit(S) c @S
teT teT
pryi (A x . x Ay) = ﬂ prj_l(Aj)

jer

€ s (U pr#(&))

teT

Definition 66.6 V0 < |J| < oo, J C T seien P; Mafle auf

(XteJWt7®St>

teJ
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gegeben. Die Familie
{P;:0<|J| <00, JCT}
heifit vertriglich <—
VJ C K,0 < |J|,|K| < oo Py[] = Py [(pr}) ()]
Satz 66.7 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (W, S). Dann ist die Fa-

milie
Py =P [pr; ()]

vertriglich.
Beweis.
Py B Pl ()]
= Prh oprk) ()]
= Pl o () 0
= P [rf) 0]
L]

Diese Eigenschaft geniigt schon, dass ein P existiert.

Satz 66.8 Sei (W, S;) = (R,B).

k=1

Z = U pr}l(ZJ)
0<|J]<o0

N
Zy = {Z(ak,bk]J : ak,bk S R‘J‘,N S N}

sind Ringe auf W; und Wy und es gilt

S (U prt_l(IB)> =5 U prjl(ZJ)

teT 0<|J|<oc0

Beweis. a) Z; ist ein Ring: Das haben wir bei der Konstruktion von B

gezeigt.
b) pr;'(Z;) ist ein Ring: Da die Abbildung pr;' Vereinigung und Komple-
mente erhalt.
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¢) Fiir B,C € Ug|jj<oo Py (Zs) gibt es J,K C T mit B € Z;,C € Zg.
Fiir
L:=KUJ
gilt
IL| < |K|+]J] < oo
B,C € Z
B+C,B\C,BNnC € Z

und Z ist ein Ring.
d) " Da pr; ' mit ©, 32, vertriglich ist, gilt

iz e s U etz
0<|J|<o0

pr'(S(z) € S| U (2
0<|J|<o0

S(Uprglaaa)) c sl U »it@

0<|J|<o0

N N
pry’ (Z(%ﬁkh) = Zprgl(akvbk]J
k=1

N
= > Ui tor] " (an, bl

k=1jeJ

€ S <U pr{1(3)>

teT

py'(Zs) c S(Upﬁ_l(B)>

teT

S (U pr{l(B))

teT

N

st U »ei'(2n)

0<|J|<o0

]
Wenn ein Wahrscheinlichkeitsmafl existiert, muss gelten

VI CT,0< ]| <ooVAe@)S;: P pry'(A)] = P;s[A]
jeJ
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Das darf nicht von der Darstellung abhingen.

Satz 66.9

Py : U ;N (Zy) = R, A€ prii(Zy) — PylA]
JCT,0<|J|<o0

ist definiert.

Beweis. Sei

A € Z;
B € Zg
pri'(4) = prg'(B)
a) Sei J C K. Aus
prE'(B) = B x (Wi)ier\x
A = it ()7 ()

= (pTJK)i1 (A) x (Wi)ter\x
folgt
B = (pf) (4
PeBl = P [r) ()]
vertriglich PJ [A]

b) Seien J, K C T endlich. Fiir

L:=JUK
gilt
' (B) = Bx(W)enx X (Woer (xur)
7 (A) = Ax (Wy)ervg x (Wo)ier (ko)

und mit a) folgt
P;[A] = PL[C] = Pk|B]

Satz 66.10 P, ist additiv auf Z = U0<|J|<OO prjl(ZJ)
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Beweis. 1.) Py|0] = P;[0] = 0.

2.) Bo[Wr] = Py, [We] =1

3.) B[A] = P;[A] > 0.

4.) Seien C1,Cy € Z mit C; N Cy = .

I <oo: C1 = pr;'(A)und A€ Z,;
K| <oo: Co = pr;"(B)und B € Zg
Ci+Cy = prile(Ax Wi)eenx) +pr;t (B x (Wi)ter\J)
—_——— —_———
=A’ =B’

= prye(A + B

Damit gilt
R[Cy +Cy) = PruklA + B
= PyuklA']+ Pjuk|[B']
= PB[C1] + Ro[Cy]
n

Satz 66.11 P ist auf dem Ring Z = Uy j/<o0 pr;'(Zy) abzihlbar additiv.

Ny,
(pﬁnl (Z(ak; bk}h) )
k=1 n

monoton fallend. Dann gilt J,, C J,41. Sei

N,
pr! (Z(amk]hﬂ >0

k=1

Beweis. Sei

r = lim Py
n—oo

Zeige:
oo Nn
ﬂ pry) (Z(%ﬁk]ﬁ) #0
n=1 k=1

Da P, stetig von unten ist, gilt

N, ~ N,
Py, Z(ak, bk]%} = Py, U Z [ak + kl ,bk}
k=1 k=1 k=1 n T
N, .
= . lim P] {ak + T’ bk:| ]
J,, 00 k:1 JTL J,n
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und somit

Durch

N;
N oy (Z [ak+;,bk] )
i i

1<i<n k=1

erhalten wir eine monoton fallende Folge und es gilt

Ny N; 1
p’r;nl (Z(ak’ bk}Jn) \ m pril ( |:ak + E, bk:| )
i Ji

k=1 1<i<n k=1
Ny
- pT;nl (Z(ak,bkbn)
k=1
N; ) c
—1
n U bry, (Z |:ak + ki'].’ bk:| J->
1<i<n k=1 i f
monoton fallend Ni
C U (prjil (Z(ak7bk]“]i>
1<i<n k=1
N; ) c
npr;! ar + —,b
e <Z[ ’ kg, k} J-)
k=1 i ;

N;
1 1
- U pry, < (aka ag + ))
J .
1<i<n k=1 i
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Da Py : Z — R additiv ist, gilt

[ N, N; 1
Po pr}nl <Z ak> bk ) ﬂ pTJ ( |:ak + E, bk:| >
k=1 1<i<n k=1 i Jn

N,
_ - 1
< B U pryt (Z(ak,ak+k)>
[1<i<n k=1 Ji
al 1
< T n|x(wnri)
1<i<n = ki) g,
,
= Z on+1
1<i<n
r
< _
- 2
Wegen

ACB = A+B\A=B
= P[A] + P|B\4] = P|B]
= P[A] = P|B] — P[B\A]

gilt
P ﬂ pr;il (Z |:ak + k‘7bk:| )
1<i<n k=1 Ji Ji
N,
= P |pry! <Z(akabk]Jn>
k=1
N, N; 1
-P pr;nl (Z ak,bk > ﬂ pTJ ( [ak + k,bk:| >
k=1 1<i<n k=1 Ji In
T T
> r——=-
- 2 2
d.h.

VneN: () pry (i{aﬁ L)ﬂ)

1<i<n

2.) Zeige: ¥n € N 3 kompaktes C,, € B’ :

N;
ﬂ p’ril <Z [ak + klj.’bk]

1<i<n k=1
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C—N1 Ly
1—2 ak+k71’ i

k=1

ist kompakt.
n — n + 1: Wegen J,, C J,4+1 und

Jn41

pTJn = pTJn © pTJ'rrFl

gilt

ﬂ pr;il ( [ak + P bk] >
1<i<n—+1 k=1 Ji Jnt1

= prjl, <Z [ak + 2 ,bk} )
k=1 Int1 Jnt1
n ﬂ pr‘il (Z |:ak' + k,bk:| >
Ji Jn

1<i<n k=1

= pr}l (Bn+1)ﬂprjnl(0n)

n+1

-1
= Prj:H(BnH) ﬁpr}nl+1 ((prﬁ“) (Cn)>

-1
- Jnt1
pTJnlJrl (Bn-{—l N (pT’Jn+ ) (Cn)>

Da C,, kompakt und somit abgeschlossen ist und da

J
p,rJn+1 : RJ"+1 N RJ"

n

stetig ist, ist (prj"“)*l(Cn) abgeschlossen.

n

Da B, +1 kompakt ist, ist

—1
- Jnt1 J
Cn+1 = Bn+1 N (pTJ:: ) (On> S BY/n+1
v S —
kompakt abgeschlossen

kompakt.
3.) Wegen

NA
- 1
vneN: pryH(Ca) = ) Wl( [a”lw’b‘“} ) 7!
J;

1<i<n k=1 i
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gilt

Nv
- 1
VneN3z, eRT :z, € ﬂ pmf( |:ak+kabk:| >

1<i<n k=1

und

N.

. 1
v N n+m ot 7ab
n,m € Tyt S ﬂ ory, (E {a;ﬁ—]m k]n)

1<i<n+m k=1
—1
e N oot (S a s o
. v k. 7
1<i<n k=1 ” In

c pry;(Cn)

d.h.
Vn,m € N:prj (Tnim) € Cp

Wegen der Kompaktheit von C) existiert eine Teilfolge (214m, ;)jen von
(14m)men und ein y; € Cy mit

hm prg (I1+m1,j) =Y

J—0o0

n —1 — n: Wegen der Kompaktheit von C,, existiert eine Teilfolge
(Tntm, ;)jeN VO (Zyim, ; ;)jen und ein y, € C, mit
lim pry, (xn-&-mn,j) = Un
j—oo
Vi < n —1ist (Tngm,,)jen eine Teilfolge von (2iqm,;)jen und es gilt
weiterhin
hm pry; ('rn"l‘mn‘j) =Y

J—00

Wegen J,—1 C J, und der Stetigkeit von prf;:il gilt

Yn—1 = lim pTJn,—l(xn+mn,j)

j—00
. J
= lim pry" pry, (Tnim, ;)
J—00 )

prjn lim pry, (anrmn,j)

n=1j o0

= pr:;:fl(yn)
Da (Zn1m, , )n Teilfolge aller (z,4m, ;); ist, gilt

Vie N: lim prj (Tnim,.,.) = ¥
n—o0
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4.) Definiere x € RT durch

pri(y;) fiirdeN: teJ;
VteT: = . 50
" { pri(yn)  fiie e @ U2, T,

Sei t € J; C Jg. Da pry die t-te Komponente auswihlt und J; C Jy, gilt

te J;, Definiti
p?“,:($> :e nition prt(yi)

S.

%

Ji
pre (pm“ Lprt (yk))
teJ; CJr
- th(l/k)

t€Jy, Definition
= pre(z)

5.) Fiir ¢ € J; gilt

ted, ted,
pre (pro, (z)) =" pre(x) =" pri(yn)

Das ergibt
YneN: prj (z) =y, € C,
YneN: z € prJnl(C’n)
z e ()rpr;HCn)
n=1
ro€ ﬂ ﬂ pr;f( {akJrk,bk} )
n=11<i<n k=1 Ji Ji
00 Ny,
c Nes! <Z (ambk])
n=1 k=1
d.h.
oo N,
(N pri) < (ak,bk]Jn> #0
n=1 k=1
Wegen

P [pry*((ak, be]s)] = Pr [(ax, bx] /]

folgt die Behauptung
Py = Plpry'()]
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Satz 66.12 VJ C T,0 < |J| < oo sei P; ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(R7,B7) und (P1)o<|s|<oo vertriglich. Dann gilt
3! Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (RT,BT) mit

V0 < |J| <oo: Py=Ppry'()]

Beweis. Da Py auf dem Ring Z abzdhlbar additiv ist und P endlich ist,
existiert eine eindeutige Fortsetzung auf S(Z) = @, S¢ ®
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67. Die mehrdimensionale Normalverteilung

Definition 67.1 Seia € R", C n x n-Matriz iber R mit C = CT und alle
Eigenwerte grifier Null und

exp (—3(z —a)TC7 Yz —a))

R > R" x—
(2m)"| det C|

Dann heifst f Dichte der n-dimensionalen Normalverteilung N(a,C)
Beweis. Wegen C = C7 existiert eine senkrechte Matrix B mit
dq 0
BCBT =D' = _
0 dn,
= C=B"D"'B
= 071 :BlelleTfl
dit 0
= BC'BT=D'"'=
0 d;t
mit den Eigenwerten d; von C und den Eigenwerten d; !von C1.
A:R" - R" z— BT (z+a)
ist stetig, also messbar. A ist umkehrbar durch

AV R" S R" 2z Br—a

Da A(R™) = R™ offen ist, gilt mit der Rechenregel fiir die Integration im
(Ur-)Bildraum und mit

A(x—a) = BTz
DA = BT
1 = detl, =det BB = det Bdet BT
= (det B)? = (det DA)?
detC = det BID'B = det BT det D' det B

i=1
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folgt

. 2
7BT T 7lBT
= / |detDA|exp(( x)2C CE>dl”
T
_Try—1
= exp 11312) ) ar

1
2
n —d 142
../Hexp( s xl)dxl...dxn
R 2

I
Ea

= V21 VdetC
| |

Satz 67.2 Sei P[X'(-)] = N(a,C). Sei B eine umkehrbare n x n-Matriz
und d € R™. Dann gilt

P[(BX +d)~'(:)] = N(Ba +d, BCB™)
Beweis. Mit

Y:R" - R" z+— Br+d
Y1 R" - R 2 — B ! (z —d)
DYy t=pB7!

1

det DY = det B! = —
¢ ¢ det B
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und der Rechenregel fiir Integration im (Ur-)Bildraum folgt

[Y (=00, Yl (m))]
Def / fXdln

71((7007:'4](71))

I=
7
E
5
S—

X oY~ det DY|dI"

—00,Y](n)

I
—

exp (—% (B~ Yz —d)— a)TC’*l (B~ (z—d) - a))

(=009l (n) (27T)" det C
1 n
Vdet B det BT
exp (—=3((z — (Ba+d))'B7'TC~'B~'(z — (Ba + d)))
/(oo,y](n) v/ (2m)™ det BCBT
ai"

Definition 67.3 Sei X : (W, S, P) — (R",B") und

XZ'ZRHHR,(.I'M...,.CL'”)—)ZL}
a) Fir

B[] :/ IX,]dP < o
w
heifst

EX;) = / X;dP
4%

Erwartungswert von X;.

b) Wenn alle E[X;] existieren, heifit

E[X] = (E[Xl]va[Xn])

Erwartungswertvektor von X.

Satz 67.4 Sei X = (Xq,...,X,,) und E[X] existiert.
Sei C k x n-Matriz und d € R* und

Y=CX+d
Dann gilt

E[Y] = CE[X] +d
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Beweis. Wegen

Cii -+ Cin X1 dy Yo cuXi+dy
Y = : : : + : = :
Cri -+ Cian Xn dy, S ckiXi + di
gilt
S enXs +dy Yo cuB[X] + d
ElY] = E : = :
St ki X+ di S e BIXG) + d
— CE[X]+d
n

Satz 67.5 P[X ()] = N(a,C). Dann gilt
EX]=a

mat
X R" =R, (z1,...,2,) —

Beweis. Mit obigem
A:R" - R", 2 +— Bx+a

und

Xi @) A(x) = Zbijxj + a;
j=1
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X, fdi
Rn

n —dk.]?
det DA X;0A ex k) di"
\/ 27T detC/"| | (H/—Z klill p( 2
=1 =X bgatar

n

;%\/T/n Ij]f[lexp <d2 )

kL
Jral]‘_‘[\/M/ ex( > )da:k.

=1

n o'e) _de‘Z n 00 7d 2
Zbi]‘/ T; exp ( ; ]> H / exp <;;ka> dxy, + a;
—o00 k .J —oc0

j=1 =1,k#j

=0
a;

Satz 67.6 Seien X1,...,X,, : (W, S, P) — (R,B) mit ezistierenden VarX,.

Dann heif§it

KOU(X) (KOU[X“X ])1<1]<n

Kovarianzmatriz von X.

a) Fir X =

(X1,...,Xn) gilt

Kov(X) = E[(X-EX)T(X - E[X])]
= EXTX]- E[X]|TE[X]

b) Kov X ist symmeltrisch und die Figenwerte sind > 0.
c) Ist C eine k x n-Matriz, d € R* so gilt

Beweis. a)

Kov(CX +d) = CKov(X)CT

E[XTX] - EX|TE[X]

= B[(X:X;)i, ] - (E[X]E[X;)),
= (BIX:X;] - E[X))E[X,]), ;
= E[(Xi— B[Xi)) - (X; - BIX;))];

= B[(X - BX)"(X - B[X])
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und

E[(X - BIX))" (X — B[X))]
= E[X; - E[X)]) - (X; - E[X;])]

2
(KOU[Xi’Xj])lﬁi,jﬁn

= Kov(X)
b)

Vi, j KOU[Xi,Xj] = KO?)[XJ‘,XZ']
Va € R" gilt

a"Kov(X)a = Z a;a; Kov(X;, X;)
ij=1

= Kov (i CLiXi, ia]‘X]‘)
i=1 j=1
Var (i aZ-XZ-) >0
i=1

¢) Sei C' = (¢rs)1<r<k,1<s<n- Dann gilt (siche bei Erwartungswerten)

(Kov[CX +d]),;

k k
= (KO'U (Z CirXr +di,ZCtht +d]>>
2¥)

r=1 t=1

)

= Z CiertKO”U[XT,Xt])
1<rt<n ..
= 2,3
Cii -+ Cin KOU(Xl,X1) KOU(XlaXn)
Ckl Ck'n KO'U(Xn,Xl) KO’U(Xann)
Cll e Okl
Cln Ck:n
= (CKou(X)CT), _, ..
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Satz 67.7 Sei X = (X1,...,X,,) mit P[X71(-)] = N(a,C). Dann gilt
Kov(X)=C

Beweis. Sei B eine senkrechte Matrix mit

dy 0
BCBT =D' =

Dann gilt

P[(BX — Ba)"'()] ™2 N(Ba - Ba, BCBT)

= N(0,D")
und fiir Y := BX — Ba gilt
Kou(Yy,Y;) = EY;Yj] - E[Yi]E[Yj]
=0
_ J Y, fidl - fo]dl [Lighy, | frdl  fiiri#j
JY2fidl - Tl [ frdl firi=j
BV E[Y)] Ly, 1 firi#j
EY2 Hk# fiir i = j
0 fiiri#j
d; firi=j
d.h.
Kov(Y)=D'
Mit X = BTY + a folgt
Kow[X] = BYKow[Y|B
= B"D'B
= C

(]
Satz 67.8 Sei P[(X1,...,X,) ()] = N(a,C). Dann gilt

Xi1,..., Xy ist unabhingig <= Vi#j: Kov(X;,X;)=0
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9.

Bewels. "<

011 0
C = (Kov(X;, Xj))i;=
0 C"IL'I'L
ot 0
ct =
0 Cl
und die Dichte von X ist
1 1 1 = (z; — aj)?
fl@) = T —exp [ —5 R
(271-)’1//2 H]:l C]] 2 =1 C‘]‘j

1
= fl(xl)---f’n,(xn)

d.h. X5,...,X,, sind unabhéngig.
7=": Fir unabhéngige X1,..., X, gilt Vi # j : Kov(X;,X;)=0. m

Satz 67.9 Sei P[X;'(:)] = N(0,1), Y unabhingig von X mit

Py =1] = %:P[Y:—l]
X, = YX;
Dann gilt
PIX;'()] = N(O,1)
KO’U(Xl,XQ) = 0

Aber X1, X5 sind nicht unabhdngig, insbesondere sind (X1, X2) nicht
zweidimensional normalverteilt.

Beweis. Wegen

P[X: €(2,3)NX,€(0,1)] = P[]=0
P[X; € (2,3)] P[X2 € (0,1)] > 0
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sind X7, X5 nicht unabhingig.

P[X5 (00, 2])]
= P[(Y X1)™H((—00,2])]
= P[X{ (00, ])ﬁ{Ylfl}
+ X7 ([=2,00)) N {Y1 = ~1}]
L

><

X1,Y unabhéingig [ (—o0 ])} [Y1 =1]
+P[X;{ Y ([~2,00))] - P[Yy = ]
) z 1 _exp ( > OO 1277 exp (—éﬁ) dy
- ;exp ()
- P[X1 1(( »7])]
- N(0,1)[(—o00, z]]

Da (—o0, z] ein Erzeugendensystem von B ist, gilt

P[X5'(-)] = N(0,1)

und
KO’U(Xl,XQ) = E[X1X2] —E[Xl]E[XQ]
N Ve
=0 =0
= B[X?Y]
Y, X1 un:abhéngig E[XIQ]E[Y]
= 1-0=0
|
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68. Die Brownsche Bewegung

Definition 68.1 Sei T = [0,00) und Vt € T : X, : (W, S, P) — (R, B).
X heifit Brownsche Bewegung <=

1

DN

W

~~ Y~~~
(@) w
T D O —

—
(4)
(i)

(iid)

Beweis. "=

Xo = 0 P-fast sicher

vVt e T : P[X; ()] = N(0,t)

VO <t <...<tn: Xy —Xo,..., Xy, — Xt , tst unabhingig
Vt, h,s,s <t: P[(Xepn — Xown) ') = P[(Xe — Xo) 7' ()]
t — Xy ist P-fast sicher stetig.

Xo = 0 P-fast sicher

Vne NVO <t <...<ty:

Pl(Xtys- -+, X1,) " ()] = N(0,min(t;, t;))
t — Xy ist P-fast sicher stetig.

.

Pl =X )H0]

P(Xti—t, = Xo0) 71 ()]
= P(Xt—t,0) ()]

= N(O,ti *ti—l)

—~
- e

Da X,, — Xy, ,,..., Xy, — X, unabhéngig sind nach (3), gilt

t1 0
P[(Xh _XUa'~-7th _thfl)_l('” =N 07
O tn - tnfl
Es gilt
0 X, — Xu, X,
= Z;‘:l(th Xt] 1)
R th — Xt,,_l Zj 1(Xt]» th—l)
—_—
=A
Xy,
X,
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Wegen

C; = AD AT
ti—tyg ti—ty -+ t1—to
1 0 0 ty —t; to —ty
LI 0 0 T
t1 — 1o t1 — 1o t1 —to

tr—to Yory(ti—tica) St —tio1)

th—to Yoy (ti —ti1) Sy (i —ti1)

t1 ot -t
t1 ty -+t
t1 oty -ty

= (min(t;,t5))1<ij<n

[(th, LX)

t1 — 1o 0
= N|A04 AT
0

0 (2
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"< (3) Wegen

-1
P[(Xe, = Xigy oo, Xa, = Xi,) 7 ()]
-1
= Pl(A K X))
) -1 nT
= N( 0, A""min(t;,t;) (A7) )
t —to
b —tn—1
sind Xy, — Xy, ..., X, _, unabhdngig mit

P(Xy, — XtH)‘l(ﬂ = N(0,t; —t;_1)
(4) Vt, h,s,s < t:

P [(Xen — Xogn) M ()]
= N(0,t4+h—(s+h))=N(0,t—s)
= P[(X:—X)7'()]
(2)
PIX7'()] = P[(Xi—Xo)'()]
= N(0,t—0) = N(0,t)

Satz 68.2 Zur Brownschen Bewegung existiert ein eindeutiges Mafl auf
[0, 00).

Bewels.

[ ERE) 7k}

IT; ~
/ j=1€Xp
(avb]{til,...,tik}X(Wt)te{tl ..... tn I\t oty (271') H] 1 dj

B -1
P {(th - Xo,..., X4, — th_l) (prgl n ) (a»b]{til,...,tik}]

2

dry...dz,,

2
—x3

k 'J
Hj=1 €xXp -

= / I da;, ... d,
(@blie;, ..., @2m)k 15, ds,

-1
.. 7Xt,;k - Xt”’k—l) (a, b]{til,--~7tik }}

I
o
—
s
s
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Da (avb]{ti17~~,
B{til ..... tik}

t;,} ein Erzeugendensystem von Bitiotit ist, gilt VO €

_ —1
P {(th — Xoyoo o, Xy, — Xy ) (prgjl*“"t;’:}}) (C)]

.....

- p {(Xtﬁ — Xovoo s Xe,, thikfl)_l (C)}

dh. die »
P[(X0, = Xo, o, Xe, = Xi, )7 ()]

sind vertriglich. Analog zeigt man, dass

P|(Xiyse o, X))

vertréaglich sind.

Dann erhélt man ein eindeutiges Maft P zur Brownschen Bewegung auf
(0, 00).

Mit dem Punktmal dp in 0 existiert ein eindeutiges P ® &y auf [0,00). m
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69. Konstruktion auf [0, 1] als L*-Grenzwert

Satz 69.1 Firn € N sind

boo = lpu
2k — 2 2k —1
/2 ..
on fiir e <t< 727;;1
Vi<k<2": byp = n/2 . 2k—1 2
-9 fir ETE. <t< ontT
0 sonst

eine senkrechte Basis mit Linge 1 von L*[0,1].

Beweis. 1.) senkrecht Wegen

2k -2 2k
gilt
Y Vk# 1 bybn; =0
1
Vn Vk % j - / b b jdt = 0
0
Wegen
2k—2 2k
Vn > mVt € |:2n+1’ W) : bmd = ¢ = konstant
gilt
1
Yn > m Yk, j: / b kbt
0
_2k _
on+1
= bn.kbm,jdt
2k—2 ’
on+1
2k—1 2k
on+1 on+1
= C/ bn,k dt+C/ bn,k‘ dt
T :/Wz I :\/_2"/2
1 n/2 1 n/2
= oy 2" ey
= 0
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2.) Linge 1

1
VYn >m Vk,] : / bn,kbn,kdt
0
2k—1 2k
nT1 2 n+1 2
_ /2 (Qn/2) dt+/2 (_271/2) dt
2k—2 2k—1
on+1 2n+1
_ on on
- on+1 + on+1
= 1

3.) vollstindig Wir zeigen

Vn V1l <k<2": 1[0,2%) S Lin(bn,k)

n=0:
1[071) = bo_’o S Lm(bn,k)
n = 1: Wegen
bo,o 10,1
1 0<t<?i
bo1 = { 1 _ 2
-1 l<t<1
gilt
1 ~ bo1+bop
[0,3) = 2

n —1 — n: Ist k durch 2 teilbar, d.h. kK = 2m, so gilt
k 2m m
{0’ 2) = {%) = 0. 5)
und mit dem Fall n — 1 gilt
1[072%) c L’Ln(bmk)

Sei k nicht durch 2 teilbar, dann ist £k — 1 durch 2 teilbar und

1[0’ B3y € Lin(bmk)

27
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Wegen

1 1 fir 252 <t < 2
—bap = 1 fiir 24 <t < 24
2z 0 sonst

1 2 fiir 22 <t < g
2—bniior = -2 fiir 35 <t < 2k
22 sonst
1 4 fiir 552 <t < 3
4Ebn+2,4k = —4 fiir Zﬁ% <t< 22%
2 0  sonst

gilt

1[072%) = 1[0,1“2;”1) + z;) an—i-j,ij S LG(bmk)
]:
Sei # € (0,1) beliebig. Durch Intervallhalbierung konstruiere eine Folge
(an)n und (bn)n durch
n=0:
apg = 0, bo =1

n—n+1:

. o 1 .. N 1
szl.an+k—an+w—bn+k furx—an+w
1 - 1
Apt1 = nybpi1 = an + ntI fir r € (an7a71 + 2n+1)
1 - 1
Gn+1 = On + 3n7T, bni1 = an fir z € (an + gaTTs bn)

Da (ay), monoton wachsend und (b,), monoton fallend ist und beide be-
schrinkt sind, haben sie einen Grenzwert ¢ und b und mit |b, — a,| <277
gilt

r= lim a, = lim b,

d.h.
Ve (0,1): [0,z) € Lin{;n c1<k<2" ne N}
Vo € (0,1): [0,2) € Lin{by}
Setze

S = {A eEB: 14 € Lm{bn’k}}
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Wegen

0es
AcS, = 1s¢€Lin{b,i}
= luc=1-14€ Lin{b, 1}
= A%¢S;
A; €8 = 1a, € Lin{b,}
= 12;’11&221&6”"@

i=1

= io:Al €5
=1

ist .S1 schnittleere abz&hlbare Algebra.
Da {[0,2) : x € (0,1)} durchschnittsstabil ist, gilt

Bljo,1) = S1
d.h.
VZailAl eT: ZailAi € Lin{b, 1}
i=1 i=1
Vmessbaren Y > 0: Y € Lin{b, 1}
]

Satz 69.2 Vn V1 < k <27

t
Bk 1 [0,1] — [0, 1],tH/ b, (s)ds = (110,41, brkc)
0

sind stetig und es gilt

2k —2 2k
{t S [0, 1] : Bn,k(t) 7é O} C W, 2n+1>
H Bk Hoo = 2737}
Vk#1l: BppBn;y = 0
Beweis. a) Sei € > 0 beliebig. Fiir § < 5775 gilt
t+6 t
|Bn,k(t + 5) — Bn,k(t)| = / bn,k(s)ds — / bn,k(s)ds
0 0
t+6
= / b k(s)ds
t
< 2"/25 <
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. 2k—2 2k —1
bn’]@>0 fufﬁ§t<w

V1<k<2™: . 2k—1 2k
b7,,7k<0 furW§t<W

bnx =0 sonst

gilt
2k — 2 2k — 1
fot bn.k(s)ds ist monoton steigend  fir - St< T
2k —1 2k
fg bp 1 (s)ds ist monoton fallend fiir T t< PrEsY
fg bk (s)ds ist konstant sonst
und
2k — 1
B, = Bn
tren[g)%] +(0) F < n+l )
2k—1
on+1
= / n.k(8)ds
0
s
-~ / T n2(5)ds
2k—2
an+1
1 n
o n/2 -2 _1
= 2 on+1 2
Es gilt
2k — 2 ¢
Vte{, > /bnk - /Ods:O
2n+l o 0
2k—1 2k

t 27;+1 ot T
— n/2 _on/2 g4
vt € [QW, ) /Obn,k /QH 2 dt—i—/%il 9n/2t = 0

on+1 an+1
c) Wegen
k-1 k
R e
-1 1
{t S [0, ].] : Bnﬁl(t) 7é 0} C |:2", 2n>
gilt
VE#1Vte€0,1]: Byi(t)Bni(t) = 0
Vk;ﬁ l: Bn,k:Bn,l = 0
]
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Satz 69.3 Seien V1 <k <2"neN:Y,,: (WS, P)— (R,B) unabhin-
gig und Vn, k : P[Yn_,i()] = N(0,1). Sei

X" (w,t) = Z ZYm,k(w)Bmk(t) e LA(W, S, P) N (C[0,1], | - |loo)
m=0 k=1
X(w,t) := nlLrIgOX"(w,t)

Dann ist X eine Brownsche Bewegung und es gilt

lim || X{" — Xt ||lco= 0 P-fast sicher

Beweis. 0.) Zeige

Vn >8: \/§”>n(1+1n22>

V2t = 2t =16

In2
>81+n7
~—

<1

n—n+1:

V2t = eV

\@-n<1+h122)

n(1+h122)+(\/§—1)-n<1+m22)

>1 flir n>2

> (n+1) <1+h12>

Y

2
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Damit folgt

2
: \@n ZlnnJrgan

n In2
Vn >8: V2 Zn(1+n>:n+;ln2

3
v,
3

<

S

V

oo

Vn >8: 2% ZlnnJrgan

Yn>8: 25t >2lnn+nin2
o —23tl < (n22”)

[ A A

n 1
Vn > 8: —2:H) <
nz s exp(-28t) < L
1
+1
Vn >8: 2"exp (—22 ) <3
und somit
S 2 enp (-2
n=1
7 00 1
< o0
1.) Da
|| Bk ||oo = 27371
Vk#1: BprpBny = 0
gilt
on
IX" = X" oo = |I> YarBuk
k=1 oo
= 2_%_1max{|Yn’k| 1<k <2}
Wegen

X7 x> 2
2_%_1max{|Yn7k| 1<k<2"}>271
max {|Vo x| :1 <k <27} >27928F1 = 25+!

Iy
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gilt

P [|| X"~ X7 o> 2—"/4}

S {1Vl > 21‘“}1
k=1

»
®

pP

on

> P [[Voul > 251
k=1

= 2"—2 - e~ 24y
V2T Jodttt

n+l oo _ 241)2
_ 2 exp( (y + 21 )>dy

V2m Jo 2

Yo o () ew crtr e (25
= exp | — | exp (—247y)exp (—22 dy

s e () el

<1

2n+1 " [e%e} _y2
< —25“/ —)d
< mem( )O exp | —— | dy

d.h.

SO Pl X" - X o> 27

n=1
9]

A

< 2" exp (—2%"'1)

n=1
0.)

8

und mit dem 0-1-Gesetz gilt

P D D{HX"—X"*1 ||oo§2*"/4} =1

n=1k>n

IN VE> N : || X*F — X*=1 || < 27/* P-fast sicher
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Fir m >n > Ny > N gilt P-fast sicher

[ X" = X" oo = rgl(X”H*XHH)

=1 e’}

< 3 x|
i=1

<

< 2- %ig i

< 2‘731_111

1—271

d.h.
Ye>03N; > NVn,m >Ny : || X" = X" ||o<¢

und (X™),, ist P-fast sicher eine Cauchyfolge im vollstdndigen (C(0,1), |
oo):

Damit hat (X™),, einen Grenzwert X € (C(0,1), ] - ||co)-

2.) Fiir die unabhéngigen Yj 1, Y;; gilt

ElYji] = 0
BIYZ%] =
Fir ¢ 75] oder k 75 l: E[YVJ‘JCY;J] = E[Y}}HE[Y;J] = 0

Da die b; ;. eine senkrechte Basis mit Linge 1 sind, gilt

oo 27 oo 27

PP TIOLEEE D D) DI TWR TN

j=1k=1 j=1k=1

Basis

und

vt e ( Z Z B; i ( 2 ist eine Cauchyfolge
j=1k=1
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Fiir n > m gilt

X=X, = E[X - X7)?
n 27 n 2°
= E Z Z Y; 1Bk Z Z Y;1B;;
j=m—+1k=1 i=m+11=1
n 29 2t

Y 3N Bia®)BulhE [YiaYill

ij=m+1k=11=1

n 27

= Y > Bt

j=m+1k=1

d.h. (X}'),, ist eine Cauchyfolge in L?(W, S, P) und hat einen L?-Grenzwert
Xi.
3.) Damit gilt es auch fiir endlich viele Punkte

VNeNVO<t1 <...<ty: lim F

n—oo

N
Z(XZ - Xti)Q] =0

=1

und es folgt
(X£,..., X{ ) geht gegen (Xy,, ..., X;, ) nach Wahrscheinlichkeit P

Da (Yjx)1<j<n,1<k<2s unabhingig sind, gilt

1 0
P[(Yl,h~~'7Yn,2")_1(')} =N 0,
0 1
Mit
Xg BLl(tl) T Bn,2" (tl) 1/1,1
thN Blyl(tN) o+ Bpon (tN) Y, on
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gilt

I
S
—

:
~—

L
—~
~—
L

[
=

=
Sy

W

ﬂ

N |o, ZZB, )Bjk(t1)

j=1k=1 il
Mit

(X3, ..., X[,) geht gegen (X;,,..., X;,) nach Wahrscheinlichkeit P
folgt

co 27

Pl(Xtyse s Xen) M) AD0D Bkt Bk(t)
J=lh=1 il

4.) Wegen

N

lim E[X - X, < lim E[|XP— X,*]? =

ist (X? — X,),, gleichgradig integrierbar.
Wegen X, € L! ist (XT),, gleichgradig integrierbar.
Da lim,,_, X' = X; P-fast sicher folgt

E [ lim Xﬂ = lim E[X?] =0
n—00 N 00 e )
=0
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5.) Fiir s,¢ € [0, 1] gilt

Kov [X" X”]
= ZZYJ’CBJ’@ ZZYHBM
j=1k=1 i=1 l=1
—E ZYkBJk ZZYMBM
j=1k=1 i=1 k=1
n 27 21
= Z ZBM EY;1Yi]
Jj=1k=11=1 =1
n 20 n 2°
- > Bia(s)Bia(t) E Y] E[Yid)
j=1k=1i=1 I=1 5 T
n 27
= > Bjx(s)Bjx(t)
=1 k=1
n 27
= DD (Lo bie) (Lio,gys bk
j=1k=1
und
n 27
2
E“th\Q] = ZZ [0,t]5 Jk
j=1k=1
oo 20 2
< ZZ [0,t]» ]k
j=1k=1
= |tpals =1
sup || X7 3<] 1, 3=t < o0
neN
Wegen

0 < lim E[IX"X} — X, X,|]

n—oo

lim BIX7 (X7~ X)) + lim B[ XF(X] ~ X))

IN

IN

lim E[|XIP°] E[|X; — X:*] + lim E[|X,]?] E[|X? — X,|?]
n— 00 \ ) T 00 e e

<s<1 <t<1

0

456



ist (XPX] — XsX¢)n gleichgradig integrierbar.
Wegen X, X; € L' ist (X?X}),, gleichgradig integrierbar und da

lim X{* = X, P-fast sicher

n—oo

lim X7

n—oo

X, P-fast sicher

lim X{'X! = XX, P-fast sicher

gilt

Kov(Xs, X¢) =

gleichgradig

E[X X,] - E[X{]E[X,]
E [ lim Xt"XS"} B [ lim Xf} E [ lim Xg}

lim (E[X['X] - E[X]"] E[X{])

lim Kou(X7, X[")

n— o0
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